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Chapitre A

PROPRIETES CINEMATIQUES DES
ECOULEMENTS
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1.5. Circulation du vecteur vitesse

II) ECOULEMENTS BIDIMENSIONNELS p. 15
2.1. Ecoulements plans en coordonnées cartésiennes

2.2. Ecoulements bidimensionnels de révolution

2.3. Méthode simplifiee de tracé des lignes deamur

2.4. Solutions analytiques de I'équation de Laplace

2.5. Application de la superposition des écoulement



La mécanique des fluides constitue depuis plus siegde le champ d'application des
plus grands noms des mathématiques et de la pleygigumi lesquels :

. au 18mesijecle : d'Alembert, Euler, Lagrange, Laplace ;

. au 18mesiécle : Cauchy, Dirichlet, Poiseuille, RankineyRolds, Riemann, Stokes ;

. etau siecle dernier : Blasius, Joukowski, KarreaPrandtl.

Tour a tour domaine d'excellence du fluide parfdit, fluide réel puis de la physique
expérimentale, la mécanigue des fluides subit adjoui une grande mutation par
I'introduction des méthodes numériques qui permgttgrace au développement des
moyens de calcul, de traiter conjointement les &ops cinématiques, dynamiques et
énergétiques.

Seuls quelques aspects intrinséques tels que leshes limites, la turbulence, les
écoulements secondaires, les régimes transitdiméent, & des degreés divers, la fiabilité
des modélisations.

Malgré ces progres trés importants, la déterminaties vitesses autour d'un obstacle,
d'un profil portant, est toujours une question tiialité.

Pour le concepteur, les problemes posés demeurgmrgés et se formulent en termes
identiques. lls se raménent pour la plupart a $altdion des deux problémes types : le
probléme direct et le probleme inverse.

Pour un profil ou une succession de profils dor{géfie d'aubes annulaire, cylindrique,
etc...) immergé dans un écoulement défini en amdmtl'obstacle, quelle est la
distribution de vitesses au voisinage des parois ?

L'application a posteriori des équations dynamigpegmettra d'évaluer les pressions
locales puis les efforts mis en jeu.

C'est le probléme qui se traite dans le cadretgalliation des performances d'une
machine existante.



C'est la démarche adoptée lors du projet d'unealieumnachine. Pour une cinématique
d'écoulement définie a l'avance, a savoir : digtitm de vitesse a I'amont et a l'aval du
profil ou de la grille, champ de vitesses impoda paroi, quelle est la géométrie du ou
des profils correspondants ?

La définition a priori du champ de vitesses estveat inspirée des considérations

suivantes :

- obtention des performances attendues,

- maitrise spatiale des échanges énergétiques eedevlioptimisation du rendement, du
bruit, de la tenue a la cavitation, de la stab#émédébit partiel.

Pour simplifier le traitement du probleme directdet probleme inverse, I'écoulement
principal est souvent ramené a une juxtapositioécalllements bidimensionnels

élémentaires compatibles entre eux. La résoluteiadpect purement cinématique n'est
rendue possible que par l'introduction d'un cem@mbre d'hypotheses simplificatrices :

- fluide non visqueux,

- écoulement irrotationnel.



Dans le domaine des turbomachines, la plupart desll@ments et leurs équations
associées, sont traités en coordonnées cartésigmney, z) ou en coordonnées

cylindriques (r9, z).

X r direction radiale
reperes| y ou 8 directiontan gentielle
Z z direction axiale

Dans ces reperes la vitegsen un point quelconque M aura pour composantes :

u:% CI’=ﬂ
dt . ad e
E:V:ﬂ ou C:CGOUCUZr—
_dz ca=%
W—a dt

Relations entre coordonnées

X = r cosO
y = rsin@ (1)
zZ=12z
et
Ji, r = lx2+y2
y
tgo = =
99 =% )
{z:z

Figure 1 : Définition du tube de courant

La description lagrangienne de I'écoulement comsisibserver, en fonction du temps, le
déplacement d'une particule donnée et identifi@en;, déplacement s'effectue sur une
trajectoire. Inversement, la description eulériepaglace en un point de I'écoulement et
observe les variations de la vitesse en fonctiontelaps (plusieurs particules se

succedent en ce méme point).



Si I'on observe au méme instant I'ensemble desspdanl'écoulement pendant une durée
assez courte (photographie) on peut définir lesekgde courant.

La courbe @) est une ligne de courant si en tout point M agrent a ), la vitesseC
est tangente apj. On observera donc, pour I'ensemble des points :

o _dy _ a2 @

Les composantes du vecteur vitesse dépendentis ldefs coordonnées du point M et du
temps.

Lorsque I'écoulement est permanent (ou stationna@® composantes du vecteur vitesse
sont indépendantes du temps. Les trajectoires stligmes de courant sont alors

confondues. La majorité des écoulements industseid instationnaires : I'écoulement

dans une machine, I'écoulement turbulent en comdGépendant, il est souvent aisé et
suffisamment précis de considérer qu'ils sont peemis en moyenne.

L'enveloppe des lignes de courant s'appuyant sucomtour fermé forme un tube de
courant. Aucun débit ne traversant I'enveloppeuthe tde courant, le débit massique Q
circulant dans le tube reste constant, il est ¢altde par :

A =HSpC- n ds 4)
avec : dS : élément de surface

n : vecteur unitaire normal a dS

p : masse volumique du fluide

Qm = _Up (udydz+ vdxdz wdxdy (5)

On définit également le débit volume comme le fuxavers la surface S.

q, = JJ udy dz+ vdxdz wdxdy (6)

Dans une section normale a la ligne de courane{S2 de la figure 1), il est commode
d'introduire la vitesse moyenne spatiale (ou véetsbitante) :

0dn = S G = P2 S G (7)



p, etp, étant les masses volumiques moyennes dans lesnsegf et S (calculables a
partir de I'équation d'état du fluide).

Le vecteur accélération est calculable localement a partir de la viteSse

-

-4
F= 2O ®)

et ses trois composantes en coordonnées cartésienne

d _
a(u) =Ix
_>_ d _
I'—a(v) =Ty
d _
a(w) =TIz ©)

Sachant que dans le cas général u, v, w sont detidons de X, y, z et t on obtiendra la

premiére composante a partir de la différentiedtale d'une fonction de quatre variables
(annexe R8) :

du = @.dx+ @.dy+ @.dz+ @.dt
ox oy 0z ot

du _ adu ou ou ou
= + + +

et rx:

— = —u+ —V+ — W+ —
dt 0X oy 0z ot
ou l'on retrouve : u:g(,v:ﬂ,w:d—Z Iescomposammleé.
dt- dt dt

Soit finalement les composantesl%le

du ou du du
Ny =u—+v_—+wW_—+—

ox oy 0z ot

!
1
-
|
c
|
+
<
|
+
|
+
|

(10)




Pour chaque composante, le dernier terme est lkmatién locale traduisant la non
permanence de I'écoulement, les autres termessporrdent a I'accélération convective

associée aux variations de vitesse dues aux \@rgtie section de passage.

En coordonnées cylindriques, on peut calculer dadee fagon les coordonndes I,

Nz :

=l
1

On pourra retenir d'une facon générale la relatentorielle (forme de Lamb) :

r=cr 6Cr+cu aCr
re or roo
g = Cr @+Cu 9cu
o or ro0

d0Ca o0Ca
I, =Cr ?-FCU 30

+Ca oCr _ Cu? N oCr
0z r ot
0Cu CrCu o0Cu
+Ca + +
0z r ot
C aia + aia
0z ot

F

aC c?

— + grad— - C/\rotC
ot 2

—

(11)

(12)

Nous verrons par la suite qu'il est important tiagr le vecteur rotationnel de la vitesse

—

C.

En coordonnées cartésiennes, celui-ci sera dédini: p

et en coordonnées cylindriques :

@—Q:ZQX
& oz
rotC=| MM _sq
X o Y
ﬂ—ézzgz
X
laCa 6Cu _ 5
r o8 0z
rotc=| 90 92 Hq
0z or
}i(rCu) 10Cr
r or r 00

Q,

=== 20,

(13)

(14)



On rappellera enfin la définition du vecteur toldoi Q

Q== rotC (15)

I\JlH

Cette équation exprime la conservation de la messtenue dans un volume élémentaire
dV (Lagrange) ou encore pour un élément fixe (Bulgue la diminution de masse
contenue dans le volume dV est égale a la massd agaersé la surface extérieure de
I'élément (débit sortant) :

En utilisant cette seconde configuration, on afiguie 2) :

Masse totale entrant dans un parallélépipede gp@amntcotés dx, dy, dz :

p[u.dy dz+ vdxdz+ wdxdy dt

Masse totale sortant au méme instant :

) B |
{pu+%dx}dydzdt+tpv+ g;)dyjdxdzdt+tpw+ o(pw )dZdedydt
zh :
7]
T/_,.pw+ gzw) dz
l “ - pu
ol ot (p )dy

i
]
pv : ] <
i
I

y
P S
y 4l A
pu+————O(PU) dx
X ox
L pw

Figure2 : Flux a la surface de I'élément fluide



La masse sortante est donc égale a :

[a(pu) . a(pv) . a(pw) |
dm —L o + oy + 97 J.dxdydzdt

La diminution de masse a l'intérieur de I'élémeatdant la méme durée dt:
dm = —6—p.dt.dxdydz
ot

En égalant les deux valeurs de dm on obtient l@mude continuité :

%, o(pu) , o(pv) , o(pw) _ (16)
ot X oy 0z

Ou encore sous forme plus compacte (annexe A4):

‘;_Ft’ +div(pC) = 0 (17)

En coordonnées cylindriques, I'équation de coninsiécrira :

0 10
a—f+?a(rp0r)

N o0(pCu) N 0(pCe) i 8j1
roo 0z

Le premier terme s'annule dans les cas particugigrants:

- Ecoulement permanent
P en un point est constant méme si sa valeur peigr\vdiun point a un autre.

- Ecoulement d'un fluide incompressible
p reste constant quelles que soient les valeura geelssion et de la température au sein
du fluide.
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Dans ce cas, la relation (17) se ramene a :

divC =0 (19)

10 d(Cu) 9(Ce)

= —[rcr+ + =0 2
ou rar[r d roé 0z (20)

N.B. :

Quelle que soit la forme géométrique du volume '&ptession de I'équation de
continuité est accessible en utilisant le théor@mesreen de la divergence permettant
de remplacer la relation (4) par une intégrale dgume (annexe R7).

"L'écoulement est & potentiel des vitesses" ou renleo"champ des vitesses dérive d'un
potentiel" est la terminologie employée dans leaada relation vectorielle suivante est
vérifiée :

- m -

C =grado (21)

aveco fonction potentiel dépendant des coordonnées anenire que les composantes

du vecteur vitess€.

On I'écrit également (annexe R3), en coordonnéésiannes :

y =
ox
C=|y -
oy
w= 2
et en coordonnées cylindriques :
Cr = o¢
or
C=|cCu = 90
roo
Ca = ?
z (23)

11



L'écoulement a potentiel des vitesses présentadaripté remarquable de vérifier la
relation vectorielle :

rot C= 0 (24)

En remplacant dans le systeme (13) les termesetuywpar leurs valeurs issues de (22),
on obtiendra :

0’9 _ 0% _
0zdy 0yoz
SN 2
rotC= ¢ _ 9% =0
0x0z 0z0x
0’9 _ 0% _
dyox  0x0z

Les trois composantes du vectergt C sont nulles, on qualifie alors I'écoulement
d'irrotationnel.

D'aprés la relation (15), I'écoulement irrotatidnmeéest le siege d'aucun vecteur
tourbillon. 1l ne peut donc étre utilisé que poardescription des écoulements en fluide
parfait ou par extension des écoulements en fliddd exempts de décollement. Cette
propriété n'est pas applicable aux écoulements pEékentant :

« une forte incidence sur des obstacles minces ddésation)

» de grandes variations de direction ou de sectopassage

On démontre qu'en tout point d'un écoulement itiartael, I'énergie totale est constante.
Lorsqu'il existe un échange d'énergie entre lescpdes fluides et le milieu environnant,
I'écoulement est rotationnel et I'énergie totale mirticules varie d'une ligne de courant a
I'autre. C'est le cas de I'écoulement relatif dassnachines tournantes.
Réciproquement, I'écoulement irrotationnel estfi@émar l'introduction de la fonction
potentielp sous la forme d'une différentielle totale :

o¢ o¢ ¢

d(p:a_xdx_kwdy.padzz u dx+ de+ WdZ:_}C_'dS (25)

12



ou en coordonnées cylindriques :

_ 9¢ 0¢ ¢  _ 2
de = ardr+ raerd9+ 3 dz = Crdr+ Curdd+ Cadz C ds (26)

Les relations (25) et (26) seront développées Ipins

Si I'on utilise la méme fonction définie en (22nhdd'équation de continuité (16) en fluide
incompressibled = cte), on obtiendra I'équation de Laplace :

:ach N 0% +62¢ _
ox2  0y? 022

D2 0 (27)

Par définition, la circulatiolm du vecteur vitess€ de A et B le long de la courbe (C) est
donnée par :

r= jé&s = _[C.cow .ds (28)
AB AB
. dx
avecdsds vecteur tangent en M & (C) : dS = |dy
dz

Figure 3: Définitions

Le produit scalaire entre les deux vecteurs pedeatalculefl” (annexe R2) :

r= i(u dx+ vdy+ Wdz) (29)
AB

13



Dans le cas générdl, dépend des points A et B et du chemin suivi pdler de A a B.
Par contre, dans le cas ou le terme (udx + vdy #)wdt une différentielle totale exacte,
la circulation ne dépend que des bornes A et Bfobation @ satisfait a cette condition
(annexe R8) :

r=Jdo=o,-0, (30)

AB

Ainsi, la circulation est constante de A a B sicdélement est irrotationnel (ou
identiguement a potentiel de vitesses).

L'équation (30) montre que la circulation est nidléong d'une courbe fermée.

14



Une grande partie des écoulements réels, qu’iensanternes ou externes, présentent un
caractére tridimensionnel. Au moins au stade deali&projet, un certain nombre de
méthodes, dont la transformation conforme, permetle décomposer ces écoulements
complexes en une juxtaposition d’écoulements bidsimnels compatibles entre eux.

Toujours en fluide parfait, nous introduisons i@s| propriéetés de I'écoulement
bidimensionnel, propriétés particulierement intsegges dans le cadre de I'étude du
probléme direct :

Pour une géométrie donnée le probléme direct denaigéfinir le champ de vitesses
correspondant. Cette étude est grandement facitigel'introduction de la fonction
potentiel @ et de la fonction de couranf, toutes deux harmoniques et satisfaisant
I'équation de Laplace. La fonction potentiel saisdnt l'irrotationnalité de I'écoulement
et la fonction de courant I'équation de continuitétte représentation de I'écoulement en
coordonnées "naturelles" constitue le point de dépes maillages les plus sophistiqués.
Le maillage @,0) étant réalisé, le module et la direction de tasse sont accessibles en
tout point de I'écoulement.

On introduira ensuite les fonctions analytiquekprigine de la méthode des singularités.
Deux méthodes qui, grace au deéveloppement des moyen calcul, bénéficient
aujourd'hui d'un regain d'intérét. On préférerad'a I'autre des méthodes en fonction du
type de probleme a traiter.

Figure 4 : Représentation des lignes de courant et des éaripelies.

15



On se place dans I'hypothése d'un écoulement plélmide incompressiblepE cte) pour
lequel la vitesse en un point reste constante edulaoet direction en fonction de

I'épaisseur.
Les lignes de courant sont définies par I'équain

u et v étant les composantes du vecteur vit€sse

-8
dt

ou dS est I'abscisse curviligne sur la ligne de courant

dx
dy
D'ou les composantes du vecteur viteGseolinéaire &S

ds =

dx

C = gt
Y

dt

Dans ces conditions, I'équation de continuité g6)eduit a I'expression

@+6_V:0
0Xx oy

(40)

(41)

(42)

On suppose I'écoulement irrotationnel et on intioldufonction potentielp a partir des

composantes de la vites€e:

9¢
o0x
99
ay

O!
I

(43)

16



On peut calculeg a partir de sa différentielle totale (annexe A8)

d<P=a—¢dX+a—¢dy:udx+ v dy (44)
ox oy
dg = C.ds (45)
ou encore :| C = B¢ (46)
As

En tout point, le module de la vitesse est donndetaux de variation de la fonctiam
en fonction de I'abscisse curviligne (figure 4).

Au méme titre que la fonction potentiel, on intrdda fonction de couranp a partir des
composantes de la vitesse. Pour cela on posera :

_op _ o¢

~ _ ay 0X
C=l, o 0w o @

[6)4 ay

La propriété essentielle de cette fonction estétdigr I'équation de continuité. En effet,
en remplacant u et v par leurs valeurs dans I'aqquét2), on obtient :

2y 0%y

0x.0y dy.ox

Dans le cas d'un écoulement irrotationnel, laigai® composante de (13) donnera :

- —*_azljJ aleJ _
FOIC—% + a—yz =0 (48)

Y est donc une fonction harmonique.
Si I'on reprend I'équation (40) définissant lesdig de courant :

udy-vdx =0

17



et si on introduitp par l'intermédiaire des composantes u et v (4Ygwa :

My My =g (49)
ay ox

On reconnaitra pour le premier terme la différdietimtale de la fonctio :
= 0 (50)

Montrant que sur une ligne de courant la fonctpoast constante.

L'écoulement irrotationnel est décrit par la foootip et les lignes de courant par la
fonction.

@ et sont des fonctions des coordonnées du point cérisiet sont, dans tout I'espace
fluide, orthogonales (figure 4).

On remarquera que les frontieres de I'écoulemearbiy) sont également des lignes de
courant.

On démontre enfin que le module de la vite€sest égal en tout point a la variation
transversale de la fonctigp :

- Ay
c=— (51)

En reprenant les relations (46) et (51) on obsgwen tout point du maillage, on aura :

_ A9 _ Ay
" AS  An (52)

Dans les applications on admettra que C est |asatau centre de la maille (intersection
des pseudo diagonales).
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Certaines lignes de couranfl( et 5 de la figure 4) forment les frontieres de
I'écoulement. Pour ces lignes de courant partiasgi€'équation S(x, y) = 0, la condition

de glissement sera observée lorsque le produidiseantre la vitess€ et la normale a
la paroi est nul :

u§+v§:0 (53)

L'étude de I'écoulement de révolution peut se r@mancelle des écoulements plans. Il
est représenté dans le systeme de coordonnég(r|'axe z est confondu avec I'axe de
symeétrie.

=¥

Figure5 : Ecoulement a symétrie de révolution
Les lignes de courant sont des surfaces de réwnlutians le plan d'étude désigné par
plan méridien, elles prennent les cotgk, P2, Y3, 4. En un point M quelconque du

plan, la vitesse méridienn@ est tangente a la ligne de courant et a pour ceares :

- Cr = %¢
C = aaf (54)

Ca = ks

0z
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La vitesseC dérive du potentiep satisfaisant la propriété d'irrotationnalité.

Comme pour l'écoulement plan, on introduit la fosrctde couranty satisfaisant
I'équation de continuité (relation 18) :

10 0Ce _
?E[rCr]+ 5 =0 (55)

Cette équation est satisfaite en posant :

Cr=a¢- }a—w

or r 0z (56)
CZ :a_(p = _}a_l.l.'
0z r or

Les fonctions@ et Y ont les mémes propriétés que celles définies apitk 1.1
précédent :

- elles forment deux réseaux orthogonaux

- elles satisfont a I'équation de Laplace.
En un point du maillage, le module de la vitesssCcalculable a partir des relations :

A¢ AP
Am ~ 2mr.An

Le tracé des lignes de courant et des équipotla#tiginspire de la méthode graphique de

PRASIL. Il s'obtient par approximations successivespectant a la fois la propriété
d'orthogonalité et I'équation (52).

Seul un maillage tres raffiné permet de connaitrel@ail le champ des vitesses mais la

méthode proposée ici donne une premiére approxamatlativement précise. On se

place dans le cadre du probleme direct et I'onrgpgse de définir le champ de vitesses

dans le canal formé entre deux aubages de distihut'écoulement a l'infini amont est
supposé uniforme en grandeur et direction.

Dans les conditions d'adaptation, celui-ci aurami@me orientation que la direction
d'entrée d'aubage ; dans le cas présent, il sdgmeécoulement axial.

20



En supposant également que la direction de |'éomré en sortie est la méme que celle
de la ligne moyenne, on peut définir sensiblemiemyveloppe de I'écoulement. Elle est
formée, partiellement, dans I'espace interaubalpsslignes intrados et extrados du profil
(figure 6a).

Condition de périodicité

La condition de périodicité implique l'unicité duecteur vitesse en tout point de
I'écoulement. Suivant ce principe, a la méme abscis les lignes i et e de la figure 6a
doivent présenter une vitesse égale : par exengfmint 20 de la ligne i et le point 28

de la ligne e. Le respect de cette condition pedeedéfinir la valeur exacte de la vitesse
de sortie par retouches successives de la direissoe du bord de fuite.

On trace avec un pas sensiblement uniforme l'engerdbs cercles ayant pour
enveloppes les deux frontieres de I'écoulement. ligass enveloppesyf et Ye) sont

considérées comme des lignes de courant au méme|ui le lieu des centres de cercles
que l'on désignera par ligne moyengg)(ou ligne de partage.

Si I'on joint par une méme ligne les trois points constituent les points de tangence a
Wi et We et le centre d'un méme cercle, on obtient l'alldes équipotentielles. On
veillera au moment de ce tracé, a I'orthogonaligrdes lignes de courant.

Champ de vitesses

On se place sur la ligne moyenne et I'on suppogelguwitesse moyenne (ou vitesse
débitante) est obtenue sur cette ligne. On calawkars successivement

* |a vitesse moyenne : Cj = hq_\t; (60)
"N

avec h: épaisseur de la veine fluide
by : diametre du cercle correspondant a I'equipadetj (de 1 a 28)

* la cote des équipotentielles par : @.;= @ +Aq (61)

avec, d'apres (52) : Ag =C; . A5 (62)
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As représente la distance curviligne séparantygloleux équipotentielles j et j+1.

* les vitesses Ci et Ce sur les lignes de cowaet e : on réutilise pour cela la relation
(52) :

AC.

c, = 84 (63)
As”-
AC.

C, =4 (64)
Ase, ]

As; = distance supi séparant deux equipotentielles.
As,; = distance supe séparant les mémes équipotentielles.

On remarquera que sur l'extrados du profil (lighe) les équipotentielles sont plus
serrées que sur l'intrados. On obtiendra ainsvilesses importantes se au voisinage
des points j = 9, 10, 11, 12 et inversement @iirde faibles vitesses pour les mémes
valeurs de |.

Nous verrons plus loin qu'a ce champ de vitesseassscié un champ de pression d'ou

prendra naissance l'effort aérodynamique gloﬁéalreprésentant I'action du fluide sur
l'aubage.

Les différentes grandeurs sont calculées a paetirrdlations (60) a (64). Les valeurs de
As sont mesurées directement sur la figure 6a aéahelle convenable. La figure 6a
donne également I'évolution de Ce et Ci le longl'descisse curviligne de la ligne
moyenne ainsi qu'une comparaison avec les résutatisnus par Bonataki par une
méthode numeérique inspirée de la transformatioriccore (référence 201). La figure 6b
montre une comparaison des isovitesses obtenuekpateux meéthodes : en haut la
méthode graphique simplifiée, en bas la méthodecnigyne.

On trouve enfin en figure 6¢ le maillage simplifgsu de la méthode de I'hodographe
décrite au chapitre G. Ce maillage, réalisépenp, donne acces directement au champ de
vitesses.
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Figure6b : Comparaison des isovitesses
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Figure 6¢ : Maillage interaubages issu de la méthode de 'h@dphbe.

On se propose de définir les équipotentielles paiglistribution de vitesses dans la
section meéridienne correspondant a une pompe fiegdri S'agissant d'un écoulement
bidimensionnel, la section est dépourvue d'aubadesigine des composantes giratoires

Cu normales au plan de I'étude.

Pour cet écoulement a symétrie de révolution, lthote utilisée est identique a celle
décrite en A mais la relation générique est icrelation (57) au lieu de la relation (52).

La figure 7a ci-dessous donne le maillageyj de la section étudiée. Obtenu par
itérations successives, il a fait apparaitre lesipedentielles et les lignes de courant
satisfaisant a I'équation (57), il peut étre ais@naitomatisé (réf. 202) pour donner la
vitesse de I'écoulement en tout point.

La figure 7b présente le maillage simplifie. Il p@t de calculer les vitesses de
I'écoulement a la ceinture et au plafond (frontiéxéérieure et intérieure de la section

méridienne).
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A titre de comparaison, la figure 7c montre I'é¥ioln du rapport de vitesses Cc/Cp (Cc
et Cp étant définies sur la méme équipotentielefpaction de I'abscisse curviligne de la
ligne moyenne. Ce rapport est défini a partir dullege simplifié et du maillage
complet.

Sur cette méme figure 7c, on a porté quelques pa@sus de la modélisation de Flugel
décrite dans I'ouvrage de Karassik (réf. 104) isafda appel aux rayons de courbure des
enveloppes. On peut noter dans tous les cas utedocélération a la ceinture dans la
zone des points 18-19-20.

Remarque
Contrairement a I'écoulement plan, le centre desles osculateurs d'un écoulement a

symétrie de révolution n'est pas la ligne de cauraayenne. Dans ce cas précis, le
respect de la relation (57) implique le tracé deixdeéries de cercles respectant la
propriété de division du débit en deux parties €gdla démarche constructive sera donc
la suivante.
Suite a la premiere construction, on trace le segfoggnant deux points homologues de
la ceinture et du plafond. Deux cercles sont cengt& ce segment, ils ont la propriété
d'étre a la fois tangents entre eux et aux enve®ple la section d'écoulement. D'autre
part, ils respectent la relation d'égalité de débit

ri.bi = re.be
La ligne de courant moyenne est le lieu des tamgecwmmunes aux différents couples
de cercles (figure 7d). Cette seconde construatmme de meilleurs résultats dans les
zones a forte courbure.

i Il |
i
IREDE

Figure 7a : Equipotentielles et lignes de courant
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L'étude des écoulements plans a potentiel dessesesst facilitée par l'introduction des
fonctions complexes.

On peut définir dans le plan d'écoulement un aerteimbre de propriétés permettant
d'accéder a la définition précise des champs @ssas y compris dans les zones a forte
courbure comme les bords d'attaque.

Dans ce paragraphe, on étudiera en détail queltnesles écoulements élémentaires les
plus souvent utilisés dans les méthodes de suptgnss(méthode des singularités).

Au point M de coordonnées (x,y), représenté suigiare 8, on fait correspondre une
affixe complexe telle que :

z = x+iy=r(cod +isinB) =rexp (i9) (65)

avec r = \x2+y?2 (module de z) (66)

et @ = arc th (argument de z) (67)
X

Figure8 : Représentation dans le plan complexe.
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De méme, la vitess€ au point M de composantes (u,v) peut étre écotes forme
vectorielle complexe

C =u+iv = C(coa +isina) = C exp (@) (68)

Nous avons vu également que la fonction de coupaettla fonction potentiep peuvent

étre introduites a partir des composantes de EBS{H(E, l'une satisfaisant I'équation de
continuité, l'autre l'irrotationnalité de I'écoulent (relation 47)

= v _ 0

- oy 0Xx
C= 69
0w _ (69)

0Xx oy

Dans le cadre de I'étude analytique, on introguét @ par l'intermédiaire de IBnction
potentiel complexE(z) :

F(2) =@+ iy (70)

La fonction F(z) pour laquellep et ¢ satisfont aux relations (69) (conditions de
CAUCHY-RIEMANN) est unefonction analytiguedont les parties réelle et imaginaire
satisfont a I'équation de LAPLACE.

aF _OF _ 0 0y (71)
dz X 1) 4 16)4
dF _ OF _ 109 a_wj

et dz_iay_iLéyHay = —-iv+u (72)

La fonction potentiel complexe posséde une déninégue en un point M quelconque.
On retiendra ensuite que la dérivée de F par rappor:

3_'2: = u-iv (73)
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est une vitesse complexkappeléevitesse conjuguéde la vitesse.

F(z2 = Caz

(74)

Le potentiel complexe peut étre développé a pedita définition de I'affixe complexe
(65) :

F(z) = Coz = Co(x+1iy)
et identifié a la définition (70) :
F(z) =@ + i1y
Identification d'ou I'on tire I'équation des équgtielles et des lignes de courant :
¢ = Co.x et Y = Co.y

(75)

Equations d'un réseau maillé que I'on peut trdapirge 9).

G=cte

Kl

5

L|J=cte

Y

Figure9 : Ecoulement uniforme parallele a x
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La vitesse locale est calculable a partir de :

T
C = 0X oy
V:%:—a—l‘p:
oy 0X

La vitesse d'écoulement est donc uniforme en graretedirection en tout point du plan.
Dans le cas ou I'écoulement n'est pas parallél@xa Dx mais forme un angte avec
celui-ci, les équations seront les suivantes :

F(z) =Coz.exp(-ia)=Carexg (i8) exg (-ia)
F(z27=Corexp[i@-a)]=Corfcosf-a )+ isinf-a )
F(2) = Co[( XCosa + ysina) + i(— X sim + vy Cos()]

soit: ¢ = Co[ xcosa + y sina |

Y =Co[~- xsina + y cosu]|

~ u:a—(F:a—qJ:Cocosa

C = ox oy
@:—a—w:Cosina
oy 0x

L'opérateur exp (<) correspond a une rotation d'anglélans le sens trigopnométrique.

Remarque
On accéde plus rapidement a ce résultat en utiliaaelation (73) :

F(z) =Co . z . exp (i)

dF . - .
EzCo.exp Cia)= Co[cosa— i sir| = u-iv

D’ou les composantes de la vitesse :

u= Cocosa

O!
I

v =Cosina
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F(2)=+Coln z (76)

On traite ce cas plus facilement en coordonnéeairpsl (deuxieme partie de la relation
65) :

Cas de la sourcésigne +)

F(z) = CoIn[rexp@)] = Colnr+iCo8 (77)

et F(z) =@+iy

donnant aprés identification :

@ = Colnr = Coln, e+ y (78)
_ _ y
P = Cob = Coarc tg)—( (79)

Les équipotentielles sont des cercles centrésassource (r = cte) et les lignes de courant
des droites passant par l'origine (y/x = cte).

Champ des vitesses
La vitesse localec est également calculable & partir des relationsbate (23) en
coordonnées polaires :

. Cr=a—¢=2
C aaf r (80)
cu=2 -0
roo

En tout point de I'écoulement, la vitesS@st radiale et varie en raison inverse du rayon.

Débi
Le débit volume est calculé sur un rayon quelcongue

qv = arh.Cr = ZtCo (81)
avec h : épaisseur de I'écoulement prise egalaite.

—+
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soit finalement : | Co = ;1\1/ (82)
et C=Cr= % (83)

source

puits
Figure10 : Source et puits de méme débit.
Si la source ou le puits sont décentrés de I'affixéds seront définis par la relation

F(z) =+ Coln (z-3) (84)

33



F(2 = + iColn z (85)

Traitons le cas positif, en développant la fonctdn) :

F(z) = iColn[rexp @)]
F(z) =iColnr-C® (86)
en identifiant avec :
Fz) =o+iy
On obtient :
@ = -Co6 = -Coarc t% (87)
Y = Colnr = Coln @+ y (88)

Les lignes de courant sont cette fois des cerclescentriques tandis que les
équipotentielles forment un faisceau de droitesréesur I'origine.

Vitesse locale:

B Cr = % _
c aaf . (89)
cu= 2 - _X°
roo r

La vitesse radiale est nulle, la vitesse circomfiéedle est inversement proportionnelle a
r. Il s'agit de I'écoulement tourbillonnaire cergréO et désigné aussi par vortex libre.

Le signe + de la relation (85) correspond a unatiaot inverse du sens trigonométrique,
le signe - de la méme relation correspond au sgmbmeétrique.

L'écoulement tourbillonnaire est caractérisé pavifeulation du vecteur vitesse (relation
28) :

r=Jcds (90)
()

avec dS abscisse curviligne le long du cercle gerra formant une ligne de courant :
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C=Cus= Lo
r
r= @.r.dO:ZHCo (91)
w '

Quel que soit le cercle retenu, la circulationwast constante. En utilisant (89) et (91) on
peut donner une autre expression a la vitesse C :

Figure1l : Ecoulement tourbillonnaire (ou vortex libre)

Compte tenu de la relation (91), I'écoulement titlorinaire sera représenté par

F(2) = i.LInz (93)
27
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Q :—Z_[e (94)
avec .
r
U] :+Elnr (99
. r
et : C =Cu :_2_11r (96)

Pour un tourbillon, décentré par rapport au cediireepére de I'affixeg on écrira :

T B
F(2) = |Eln(z z,) (97)

Le principe de superposition des écoulements gsduitrgar I'addition des fonctions
potentiel complexes et par conséquent par l'addities fonctions de courat et des
fonctions potentied.

Si l'on a, pour deux écoulements distincts :

F1(z) = @1 + Y1
F(z) =@ + iy

La superposition de ces deux écoulements aura cqoteatiel complexe :

F(z) = H(2) + B(@2) =o+iy (100)
avec ¢© =@l +@2 (101)
et g = Pl +y2 (102)

Concernant les vitesses, celles-ci s'additionneatioviellement.
On démontre ci-dessous que les composantes expridads le méme repére, possedent
la propriété d'additivité :

_0¢ _ 0(¢1t¢y) _ 0¢ + ¢, _ Uy + U
(04 (04 ox  OX

v _09 _ 0(¢*+@y) _ 0@ 00, _ Vi +V,
ay ay ay 0y
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Nous proposons dans les pages suivantes quelquess des superpositions les plus
significatives et des plus utiles en mécaniquefidiedes.

Rappelons les caractéristiques de ces fonctionspleoms, avec Co vitesse de
I'écoulement uniforme et qv le débit de la source

F(z)=Ca.z avec ¢, =Caox el Y;,=Cay

qv qv qv
F(z)=—1Inz avec =——Inr et =—0
> (2) o 0, o (UPY o

ou @ = %In,/x“y2 et Y, = %arctg%

La superposition de ces deux écoulements donnera :

F(z) = Co 2+ W nz = Qe+iy
2n

D'ou I'on tire :
¢ = Cox+in [xz+y2
2m (103)
et Y = Co y+ﬂarc th
27 X
La ligne de couraniy = O est obtenue pour y = 0 ¢} = —%G correspondant a la
T

. . . : Vv
courbe en trait fort (figure 12). C'est une cougbdeux asymptotes d|stantes§% et

obtenues poub = - Tt et + 1t Le calcul des différentes lignes de courant gestavant
I'organigramme de I'annexe R19.

Les fonctionsp ety permettent de calculer les composantes de lasetesale :

_ oW _9d¢ _ av _ X

9y ox Cot o X2 +y2

:—a—q’]:% = ﬂ —y
ox oy 21T X2+ y?

(104)

Le point A est le point d'arrét de I'écoulementrespondant a l'annulation conjointe de u
et de v. Les coordonnées de ce point sont les stigiva:
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A - 2ntCo

Figure12 : Ecoulement autour d'un obstacle (solide dekraa).

Lorsque x tend vers l'infini, v tend vers zéro etend vers Co, vitessge I'écoulement
uniforme.

Ce principe de superposition permet donc de reptésd'écoulement autour d'un
obstacle (correspondant notamment a o).

On peut en principe obtenir n'importe quelle fordh@bstacle en disposant dans le plan
un nombre suffisant de sources et de puits.
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La source centrée a l'affixg @,a) est caractérisée par les fonctions suivaRe}:

R(2) = 2 In(z-29)

(0} g—nlnq/x2+(y—a2

ﬂ arc tgu
27 X

Wy

Le puits centré a I'affixe, 4O, - a) est caractérise par les fonctions :

qv

F(2) = ———=In(z-z

2() o7 ( p)

¢ = —%In1/x2+(y+a2
- _9v yta
= ——arctg——

P on g ”

L'écoulement correspondant a la superposition des dcoulements précédents sera lui
caractérisé par (Annexe R10) :

F(2)

R(A+R() = i 2= f

Qv [ X+ (y-a)?
= + = In —~2 72
N L vy

Y, +y, = 2_1\_/[ arc tg—az _Z)ZX_ >
y (105)

<
1

La ligne de courant principalg = o, obtenue pour X = 0, est constituée de I'axeey
autres lignes de courant sont constituées de ldléade cercles centrés sur I'axe x et
passant par les points S et P. Leur rayon Rm dsholpar la relation géométrique issue

de la figure 13 :
Rm? = a2z + (Rmy?

2
Rm = &+ X (106)
2 Xq

soit aprés développement :
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Figure 13 : Superposition d'une source et d'un puits.

ou X représente l'abscisse de lintersection du censde #axe Ox. L'abscisse ;nuu
centre du cercle est donnée par m- (Rm-x).

A cette ligne de courant est associée la fonafipayant pour valeur :

_ _qv 2ax
= = —arct 107
LIJ '-IJl o7 gaz_ X% ( )

Les cotes des autres lignes de courant sont oldayréee a l'abscisse ae leur inter-
section avec l'axe Ox.

Les équipotentielles sont constituées de la famdies cercles conjugués centrés sur l'axe
Oy. Si y; représente I'ordonnée de l'intersection avec @yxeon observera les relations

géométriques :

Rayon : Rn=r-2&
Ordonnéeducentre: n = Rn+y,
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soit finalement :

2 _
Rn= &% (108)
2y,
et n=Rn+y, (109)

Comme précédemment, I'équipotentielle est caraég@npar son intersection avec l'axe y
et prend sur ce cercle la valeur :

v - a

¢, = M (28

2n |y, +a

Pour y U {o, a}, @ est négatif d'ou la présence de l'indice -1.

(110)

Le diagramme suivant donne l'allure générale depes de courant et des
équipotentielles d'une association source-puite. &t représentée sur la figure 14 pour
une valeur de a égale a 100mm. L’'association seuuis sert de base a la méthode de
I'hodogranhe donnée en détail au chanitre G.

-110—

! e T
-110 -80 -70 -350 -30

Figure 14 :
Lignes de courant et équipotentielles correspondant
a une association source-puits (valeurs obtenues @ 100 mm)

41



Un doublet est constitué d'une association sounds-pentrés au méme point D.
Si I'on reprend la relation générale (105) :

F) = Miphts

111
2 72— 7Zp (111)

Le segment PS formant I'angieavec I'axe Ox et 2a étant sa longueur, on peutécr
zZo —zp = 2aexg (ia)

Le potentiel complexe aura alors pour valeur :
F(2) = ﬂln{l——zaex"’ (“)}
21

Z— Zp
On constitue le doublet en adoptant les limitegastes :
all- o, zgM-2zp In(1-¢) M - —-¢
et _(Zq_v 2all - — e (valeur arbitraire notée intensité du doublet)
m

Le potentiel complexe sera alors donné par :

_m2.exp(a)
- Ip

FH2 = (112)

Le doublet est représenté sur la figure 15.

o
ye

Figure 15 : Doublet centré au point D
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Lorsque D est centré en Ocet 0, le doublet est décrit par I'équation :

F(Z) = - — (113)

En posant z = x + iy, I'équation précédente sesframe en :

2 2 — 1
K = ——™ - _MmXx-ly)
(x +iy) X2+y2
en posant d'autre part :
F(z) = ¢+iy

On obtient les expressions gety :

m2 X

- 2 4 y2
mey (114)

_X2+y2

On procede comme pour les cas précédents :

. écoulement uniforme X F(z) = Coz

2
. doublet centré en O : F(2) = co ™™
z

D'ou le potentiel complexe de I'écoulement :

2

K2 = CO(Z+m7j = o+iy (115)

On accede & ety en remplacant z par x + iy et en identifiant lestips réelles et
imaginaires :
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2
Q= Co(x+ m Xj
X2+y2

LIJ = Co(y— mzyj

X2+y2

(116)

Définissons la ligne de courant principale= o), elle est constituée par :

y =0 (axe O
X2+y2 = m?2 (cercle de centre O et de rayo) m

Le champ de vitesses est donné par les relatiassigues :

2 2 2 2 2
:a_(p:a_qJ:C0F1+(x +y2)m2-2x mz|
ox  dy L (x2+y?)
_a_cp_ a_Lp__ 2X'y m?

9oy ox ° (X2 +y?}§

(117)

Les autres lignes de courant seront obtenues esnsliorganigramme de I'annexe R20.

On remplace (x2+y?) par m2 (équation du cercle)sdas équations définissant u et v, on
obtient les valeurs particulieres et v, :

c
I

2 Co{l— ;—j

v = -2C0 Y
m2

En remarquant que sur le cerglad = et cose =, on aura :
m m

u, = 2Cosin?26
Vo, = —2Cosinf co

D'ou I'on peut déduire le module de la vite€se

C =2Co|sinf| (118)
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Les points A@ =) et A" @ = 0) sont les points d'arrét de I'écoulement.

La superposition d'un écoulement uniforme et d'uwubiet se présente comme
I'écoulement irrotationnel autour d'un cylindrerdeolution de rayon m (figure 16) :

by
el P
Co_ _m +h X
A 9 A

N

|

@

Figure 16 : Ecoulement autour d'un cylindre de rayon m

On étudie ici une source de débit qv centrée esgDG@ée a un vortex centré également
en 0 et d'intensitE.

Le potentiel complexe correspondant est donné: par

2 = Minz+iinz (119)
21 21N
En retenant les coordonnées polaires et en remylagaar r exp @), on obtient :
_qv : . T :
F(z2) = —(nr+i0)+i—(Inr +i 0)
21N 21N
donnant :
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( qv r

¢o=_—Inr-—86
) é’\t - (120)
L g = EG+E Inr
ainsi que le champ de vitesses :
(121)
Cu = @ = —L
roo 21r

L'angle3 formé entre la direction radiale et la tangeni lggne de courant est donnée
par (figure 17) :

tgB = ﬂ:_L (122)
Cr qv
L'anglef est donc constant quel que soit le rayon prodcslignes de courant sont des
spirales logarithmiques d'équation :

[2my | 0
r= epr_TJ . exp{— @j

L'écoulement est axisymétrique puisque I'on obssivellitanément :

0Cr _0Cu
00

=0

00

Figure 17 : Superposition d'une source et d'un vortex
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Il s'agit de I'écoulement relatif simplifié produgar une roue centrifuge équipée
d'aubages en forme de spirales logarithmiques. @modtre que I'écoulement n'est
véritablement axisymétrigue que dans le cas d'unbmne infini d'aubages (hypothese

d'Euler).
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Chapitre B

DYNAMIQUE DES FLUIDES
INCOMPRESSIBLES
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Au méme titre que le chapitre A, ce second chapibestitue la partie classique et
académique de la mécanique des fluides. En généralde des écoulements visqueux
nécessite une étude préalable en fluide parfaitsqtti de référence aux calculs mettant en
évidence le profil de la couche limite, son évehtiézollement et les pertes par frottement
associees.

L’équation de la dynamique des fluides réels esinde dans son expression la plus générale
sous la forme de I'équation de Navier-Stokes.

Elle est obtenue par le développement des princfpadamentaux de la mécanique :
I'équation de Newton(T::n"I:) ou le théoreme des quantités de mouvement. Son
établissement dans sa forme actuelle est baséstravaux de Stokes, Saint-Venant, Navier
et Poisson.

Exceptés quelques cas trés limités ou il existe solation exacte, I'équation de Navier-
Stokes ne possede pas de solution analytigue dénétaconstitue ainsi le champ
d’application privilégié des numériciens.

Les diverses formes de I'équation de I'énergie rerexaminées dans le cadre de la
dynamique des écoulements compressibles. Dansange hesure, les écoulements de gaz
peuvent étre considérés comme incompressiblegjtente nombre de Mach reste inférieur a
0,4.



L’équation dynamique est I'équation de Newton tiadnt, pour un élément fluide, I'égalité
des efforts extérieurs et des efforts d'inertie :

(1)

T
1
-
a
3

avec dm : masse de I'élément fluide dmp =dV
[" : accélération dans le repére fixe (galiléen)

F : résultante des efforts extérieurs appliqués
Les efforts agissant sur la particule sont clasgédeux groupes principaux :

Forces agissant a la surface de I'élément fluide :
- efforts de pression agissant perpendiculaireraextparois : f;
- efforts de frottement agissant tangentiellemérgeemanifestant en présence d’'un fluide

visqueux : F;
- efforts matériels tels que I'effort d’'un aubage Belément de fluide : £

Forces de volume  F
Efforts a distance tels que la pesanteur, lesffeignétiques ou tout autre effort extérieur
agissant sans contact. Placons nous en coordooagésiennes dans I'hypothése d’un fluide
parfait (F = 0). Considérons un volume de fluide élémentéioggné d’'une paroi (F= 0) sur

lequel agit un effort de volunié, de composantes (H, F,).

Examinons les efforts en présence suivant la dinre@x (Figure 1) :

/:dy dz
|
A ; £

{

|

iy
oo =" o
0 i // e %

(b2 de)dpd

A%y

T

Figure1: Disposition des efforts de pression suivant Ox



0 0
Forces de pression p dy dz—( p+ a—i dxj dy dz=- a—i dx dy dz

Forces de volume : F

Masse de I'élément p dV =p dx dy dz

Accélération T

Le bilan établit I'équation d’équilibre issue déduation (1) :

—%dx dy dz+ kK =ply dxdydz (2)

En extrapolant aux autres composantes et en réténemmme effort par unité de masse :

—

- R
f - v (3)
pdx dydz
On obtient I'équation vectorielle :
1 m - - -
—-—grad p+ f=T (4)
p

L'accélérationl de la particule fluide est exprimée par ses comp@s cartésiennes au
chapitre A (relation 10). En reportant celles-cnsld’équation (4), on obtient le systeme
d’équations différentielles suivant, désigné paratégpns d’Euler :

_E@‘fo_u@'*'v@'*'w@'{'@
pox ~ ox 9y = 0z ot
10p, o _ v, v v
p6y+fy_u6x+vay+waz+6t ©)
_£@+fz—ua_w+va_w+wa_w+a_w
poz ~  ox  ody 0z ot

qui s’écrivent aussi en coordonnées cylindriques :



10dp _~ ocCr oCr oCr Cuw oCr
oar TI=Cr G U T, T T
1 0p oCu oCu 0Cu CrCu 0Cu
_— = 6
prop T1O=CT G FCU g Y e T T ©)
—1@+fz—Cr@+Cu aCa+CaaCaJr doCa
p 0z T or roo 9z ot

En général, les forces de volume dérivent d'unmtagket, plus particulierement, de celui de
la pesanteur. On notera dans ce cas :

— —

f, =—grad(gh (7)

avec g : accélération de la pesanteur
h : cote ou altitude du point considéré

Ainsi, I'expression la plus générale de I'équatitymamique s’écrira en fluide parfait :

—%grfad p- grad (Gh¥ T ®)

En remplacant I'accélération de la particule pavaaur issue de la relation vectorielle (12)
du chapitre A, I'équation dynamique s’écrira saufokme de Lamb :

—

— — — 2 - - -
—lgrad p— graq gmza—c+grad£—CDrotC
p ot 2

Pour un fluide baratrope pour lequel la masse vimuem ne dépend que de la pression
(p =p(p)), le premier terme se transformera en :

—-—grad p=- radj—
0 g P g 0

Enfin, le groupement des termes gi@dmhnera :



—

- dp cz) 0C = _ ~. -
—-grad j—+ h+—|=——-CU0OrotC 9
g [ 2000 )-8 0

La relation générale (9) peut étre intégrée le ldnige ligne de courant d’abscisse curviligne
ds.

N
rot C

Figure2: Ligne de courant, ligne tourbillonnaire, surface Helmotz
On démontre que le dernier terme de la relatiop€®t s’exprimer sous la forme :
COrotC=grad H

ou H est une constante sur la surface de Helmaiieoant a la fois la ligne de courant
et la ligne tourbillonnaire portant le vecteur taillon :

Q=>rotC

N[

L'intégration donne le résultat suivant :

dp C2 J’ac
J.p+gh+ > 15 ds= H(%) (10)




ou H(t) est une constante variant d’'une ligne deraat a I'autre ainsi qu’en fonction
du temps. L'écoulement rotationnel est donc lessiégin échange d’énergie avec le
milieu environnant. Cependant, entre deux poiné$ 2 de la méme ligne de courant,
on pourra écrire a chaque instant :

(gt g md] o

1 2

Cas de I'écoulement irrotationnel:

Dans cette hypothése, le dernier terme du secomsbmeede (9) s’annule et la vitesse dérive

d’un potentiekp :

rot C=0
C= gﬁadcp
0c_0 rad 2@
T a[gradcp} grac{atj

L’équation dynamique prend la forme :

2

- rjdp Cc2 99|
gradL ?+gh+7+EJ—O

soit, apres intégration :

J. p+gh+%+g—¢—Cte(t) (12)

C’est la forme la plus générale du théoreme de @#lirou le terme Cte(t) est une constante
d’intégration dépendant du temps mais identique pmus les points de I'écoulement.

Au méme instant, en deux points quelconques 1 sit@és ou non sur la méme ligne de
courant, on observera I'égalité pratique :

dp _ J'dp 99| Cy2
J + +ghy + atJ +gh, + > (13)




Autres cas particuliers:

« Ecoulement permanent : On observe simultanément qag/ot = 0 et que la constante
d’intégration est indépendante du temps.

« Fluide incompressible : Dans le cas olp = cte, le terme de pression se réduit a
I'expression :
d 1
Jeo-Lfgp-t
PP p

Ainsi, la forme la plus simplifiée de I'équation Bernoulli sera donnée par :

p &_
p+gh+ > =cte (14)

Elle correspondra, sous cette forme, a I'écoulenpemntanent et irrotationnel d’'un fluide
parfait incompressible.

Il s’agit d’'une autre expression de I'équation dyingue que nous établirons sous forme
intégrale dans le cas particulier d’'un tube de aouen régime stationnaire.

L’énoncé de ce théoréme est le suivant :

La quantité de mouvement sortant d’'un volume fllede égale a la somme des forces
extérieures appliquées a ce volume.

S’agissant d’un tube de courant (Figure 3), autuidd ne traverse I'enveloppe extérieure et
seules les sections terminales du tube débitent.

La quantité de mouvement est un effort obtenu @gprbduit du débit massique Q par la
vitesse locale.

Figure 3 : Equation des quantités de mouvement appliquéetabende courant



En considérant les vitesses uniformes a I'entrda sortie du tube de courant, la quantité de
mouvement sortante a pour expression :

Q[@—i}pz v, C-py v G (15)

Les modules d€; et C, sont calculables a partir du débit volume et éesiens :

v
“ g

_awn
©2=7,

Au titre des forces extérieures, on retiendra corprdeédemment les forces de volum€l&
pesanteur essentiellement), les forces de contamrfespondant a I'action des parois ou du
fluide environnant, les forces de frottemepagissant tangentiellement a la surface du tube et
enfin les efforts de pression agissant sur lesasad et S.

En regroupant tous les efforts sous la forme rastdtF hormis les efforts de pression aux
extrémités, le théoréme des quantités de mouvesémrira :

Q(ez—élj:h hS- BS (16)

L’avantage de cette forme de I'équation dynamiqae qi’'elle permet d’évaluer l'effort
extérieur global sans connaitre par le détail &rithution de pression a la surface de contact
avec le milieu extérieur : fluide environnant oug@anatérielle (aubages, conduite, etc...).
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Le fluide réel se caractérise, en opposition aiddyarfait, par deux propriétés importantes :

- La viscosité, qui est une caractéristique physidu fluide se manifestant par une résistance
de celui-ci aux déformations et plus particuliératreux vitesses de déformation.

Elle est due a la combinaison des efforts de cohésti d’agitation moléculaire s’opposant au
déplacement relatif des couches liquides les uaesapport aux autres.

La viscosité dépend de la nature du fluide et veoiesidérablement d’'un fluide a un autre.
Pour un méme fluide, elle dépend de la pressiodeeta température, pour les liquides
incompressibles, elle est pratiquement invariaberda pression.

- L'adhérence du fluide aux parois solides : cargraent au fluide parfait pour lequel la
vitesse d’écoulement possede une valeur non nulla @aroi, le fluide réel adhere
parfaitement a celle-ci et sa vitesse est nullet&cdroit.

Dans cette zone de fort gradient de vitesse désigaécouche limite, les effets du frottement
interne sont importants (Figure 4).

Figure 4 : Ecoulement au voisinage de la paroi

Nous verrons que I'épaissedide la couche limite dépend a la fois de la vigéadu fluide et
du régime d’écoulement.

11



A l'extérieur de la couche limite, la cinématique fiLiide est pratiguement identique a celle
décrite en fluide parfait. Ainsi, dans certains @led d'écoulement, les conditions de
glissement ne s’écriront pas a la paroi elle-mérais & la frontiere de la couche limite.

L’expérience de Couette est souvent utilisée poettrm en évidence l'existence de la
viscosité.

On dispose d’'une plaque de surface S infinimentefiottant a la surface libre d’un liquide
au repos. La hauteur de liquide est égale a h. &teindre une vitesse de déplacement égale

a U, il faut exercer sur la plaque, en régime peeng un effort F (Figure 5).

La contrainte de cisaillement a la surface dedapé est égale a :

Fg (17)

.
1 — = .J..:T;__.___F. ———

h

EXTTELEL TETTLTELTA LT T

Figure5: Expérience de Couette

Pour un fluide de viscosité donnée, on observe mest proportionnelle a la vitesse et
inversement proportionnelle a la hauteur de fluide

U
sz..F

(18)

U : coefficient de proportionnalité qualifié de cli@ént de viscosité ou encore de viscosité
dynamique

12



Pour les conditions d’adhérence déja présentéestekse du fluide est nulle au fond et égale
a U a la surface de la plaque. La vitesse en tount plu fluide compris entre le fond et la
plaque étant supposée linéaire, celle-ci est dopage

y (19)

Le gradient transversal s’écrit donc d’apres I'éopa(19) :

ou U
ga_x 20
dy h (20)
L’hypothése de Newton consiste a généraliser petterieté en écrivant :
T= @ 21

La viscosité dynamique | s’exprime dans le syst&nen N.s/m2 ou en kg/m.s ou encore
Poiseuille (Pl). On la trouve tres souvent exprimaépartir des unités du systeme CGS en
g/cm.s ou Poise (Po).

D’autres lois de comportement peuvent étre obsendependant de la nature du fluide :

d
‘[:1’0+|_1— (22)

La présence de la contrainte critique ou contragd@eBinghamty, montre la nécessité de
dépasser un certain seuil de contrainte pour emgeiidcoulement du fluide. Ces fluides,
qualifiés généralement de non-newtoniens, se rereanndustriellement aussi couramment
que les fluides newtoniens.

A l'inverse des fluides newtoniens qualifiés deauidps purs, les fluides non newtoniens sont
généralement constitués de mélanges liquide/sobd@g, pate a papier, lait, etc... ou encore
d’émulsions diverses liquide/liquide ou gaz/liquide

Examinons dans le plan (x, y) la déformation defdae du parallélépipede rectangle
élémentaire représentant une particule fluide env@ment. Les gradients de vitesse seront
supposes positifs (Figure 6).

13



xY

Figure 6 : Déformations d’une face de la particule

A linstant t = ¢, la face considérée est supposée rectangulaiodtdeAx, Ay. A l'instant
t =t + At, le point 0 s’est déplacé jusqu’au point A de posantes :

_ | UAt
A= VAt

u et v étant les composantes du vecteur vitespeiatiO.

Pendant le méme instant, le point O’ s’est dépéac8. Le théoréeme des accroissements finis
au premier ordre indique pour le point O’ une \8gayant pour composantes :

ou
u+— Ax

ox
Co

v+@Ax
0X

D’ou les coordonnées du point B :

AX+|lu+— Ax | At
0X

v+ — AX | At
0X

14



Le segment OO’ a subi a la fois une translationallongement et une rotation qui sont tous
trois calculables. S’agissant de faibles défornmstidangleAa est assimilable a sa tangente :

pa=YBIA (23)
XB = XA

Aa est calculable a partir des coordonnées de A:et B
ov
(v+ijAt—vAt
0x

AX+(u+aqujAt—uAt
0x

Aa =

qui, apres simplifications, s’écrit :

Aa—ﬂm 24
©ox (24)

De la méme fagon, on peut calculer les coordondégmint C transformé du point O” :

(u+@A JAt
ay Y

A +(V+@A JAt
Y dy Y

et la rotatiom\p :
( ou
u+ -
_XCTXA _ oy

B=——"=
ye = Ya Ay+(v+g;AyJAt—vAt

ij At - uAt

AB=—".At (25)

La rotation de la diagonale AD notAe sera déduite des relations (24) et (25) :

_ Ao -AB

Ae
2
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D’ou I'on peut calculer la vitesse angulaire dgdaticule :

Ag 1(0V au)

AthAtZE x dy

ox oy (26)

Le dernier membre de cette équation représententgpasante sur z du vecteur tourbillon
1 W
QZE rot C.

Dans le cas d’'un écoulement irrotationnel, la palt se déformera sans changement de
direction de sa diagonale et subira donc une dé&ftom sans rotatiod¢ = 0).

Taux de déformation:

Suivant la direction Ox, I'élongation du segment &Bcrit :

AX = (Xg - Xa) - AX
ou
AX =[x + u+&Ax At — u At |— AX

ou
AX =— Ax At
0Xx

La vitesse d’élongation sera quant a elle défiaie: p

V= lim AX_ou
At 0 At X

et le taux de déformation par :

v _ou
AX ~ 9x

Suivant la direction Oy, le taux de déformationnd@me segment est égag—y%.

16



Concernant le segment AC, les taux de déformatiorast Ox et Oy sont respectivement :

ox oy

On peut ainsi construire le tenseur des taux derchétion dans le plan (x, y) :

ou Ju

_ |

T= ov  ov (27)
ox  dy

gue I'on peut décomposer en deux tenseurs : ueteniélongation symétrique et un tenseur
de rotation antisymeétrique :

el
I
ol
+
Ql

(28)
u 1(@&) 0 1(@_a_vj
— 0x 2\0y 0x 2\0y o0x
T= +
1(a_v+@j v _1(@_@ 0
2\0x oy ay 2\0y 0x

Concernant le tenselﬂ=I, les termes diagonaux représentent les taux djékon des cotées de

la particule dans les directions x et y tandis lggeautres termes non diagonaux représentent
la déformation par cisaillement. Les deux coétéslalgarticule aboutissant au point A
subissent une rotation respectiye et AR de sens inverse. Le taux de cisaillement dans le
plan (x, y) est donc égal a :

. (Aa + ABJ
im |————
At - O\ At

soit d’apres les relations (24) et (25) :

ov adu

Cette valeur est proportionnelle & I'allongemenaetraccourcissement des deux diagonales
du parallélogramme.
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Si I'on considére une particule de forme parall@dégdique ayant pour dimensions respectives

AXx, Ay, Az, le principe développé précédemment peut étéeraaat généralisé.

Dans un champ de vitesses quelconque, le tenssuaabe de déformation s’écrira comme la
superposition d'un tenseur d’élongation symétrigud’un tenseur de rotation antisymétrique.

@
0x

@
0x

=1l
1

ow
0x

=l
1

Remarqgue:

A linstant t = t + At les dimensions principales de la particule davesn (Figure 6) :

AB Ax|1+ — At
oX

du
oy

ov
oy

ow
oy

ou

0z

LA I

0z |[=D+Q

aw

0z

1(@ a_v] 1(a_w+@}

2 \0dy o0x) 2 \ox o0z
kil 1(a_v+a_wj
ay 2 \0z oy

i(a_v a_wj w

2 \0z oy 0z

1(a_u_a_v] _1(a_w_a_u
2 \dy o0x 2 \0ox 0z

(30)

(31)

(32)
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AC Ly [1+ il Atj
oy

ow
sur Oz Az(1+—Atj
0z

Le volume de celle-ci devient au premier ordre :

oy |1 24 20 2 |
y L ox ody o0z J
soit encore :
Ax By Az[1+div C. A (33)

Pour un fluide incompressible € cte), le terme di€ est nul, satisfaisant ainsi I'équation de

continuité (relation A17). Au premier ordre, enifle incompressible, la particule tourne et se

déforme sans changer de volume.

Le tenseurC des contraintes appliquées a la surface d’'unécpkatde forme parallélépipé-

dique de dimensions élémentaides, Ay, Az est composé des contraintes normales et des
contraintes tangentielles. Examinons sur I'unefdess supposée contenue dans le plan yOz,

les contraintes en présence (Figure 7).

L’effort F exercé par le fluide environnant donne lieu a dsantraintes :

OXX contrainte normale

XY

X7 } composantes de la contrainte de cisaillerment

Figure 7 : Contrainfes normale et tangentielle
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Le double indice associé a ces contraintes datiBterprété de la maniére suivante :

Le premier (x) correspond a la face orientée paxe’correspondant, le second (x, y ou z)
correspond a la direction de projection.

Pour une face orientée de maniére quelconque desgate, le tenseur des contraintes
s'écrira :

_ Joxx ™y X2
C=|tyx oyy 1yz (34)
1ZX 1zy Oz

On démontre que les termes symétriques sont égerexeux :

TXY = TyX
TXZ =12zX
Yz =12y

Pour un fluide au repos ou un fluide de viscositden les contraintes tangentielles sont
nulles, les contraintes normales sont alors égalepposées a la pression hydrostatique p.

On utilisera cette propriété pour écrire le tensegous la forme de la superposition de deux
états :

_ |- O 0 OXX+p  TXY X2
C=1 0 -p O|+]| WYX oOyy+p 1Yz (35)
0 0O -p ZX Tzy 0zz+ p
soit C=-pl+T (36)
_ 1 0 O
avec =0 1 0 tenseur unitaire
0 0 1
_ joxx+p XY XZ
et T=| TyX ayy +p Tyz
TZX Tzy 0zz+

tenseur déviateur représentant uniquement lets eftefrottement.

20



Trois principes fondamentaux sont utilisés dantegedrtie :La rotation sans déformation de

la particule fluide n’engendre aucune contrainteidaillement.

« Les contraintes sont proportionnelles aux tauxéferchation (généralisation de I'équation
de Newton).

+ Le fluide est isotrope.
On observera donc entre les tenseurs la relatioérgke :

T=g(divC).l+2uD (37)

avec ¢ :viscosité de dilatation
U : viscosité dynamique

Relation permettant d’accéder aux différentes cazaptes des contraintes :

cxx:sdivé+2pﬂ—p
0x

Contraintes normalgssyy = ¢ div C+2 m Z_V -p (38)
Yy
o0zz=¢ div E:+2pa—w— p
0z
ou ov
XY =TyX=| a_y + ax
ou
Contraintes tangentielles | IXz=1zx= ™ + e (39)
ov ow
TyZ=1yZz=H E+0_y

Pour un fluide compressible ou non, I'addition ttegs contraintes normales conduit a :
OxXx + oyy + 0zz=(3¥& + 1) div C- 3p

permettant d’exprimer la pression hydrostatiquallec
p:—%(oxx+oyy+ozz)+(a+:—23pj div C (40)
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En fluide incompressible, I'équation de continuii@C = 0 montre que la pression est égale
et opposée a la moyenne des contraintes normales.

En fluide compressible, on admet qu’il en va de méme qui implique que le terme

e+z =0
3h="

C’est une hypothése que I'on adopte courammentfsooe de I'équation de Stokes :

e=-5H (41)

Dans I'écoulement plan pour lequel v = w = 0, ations (39) se raménent a :

XY = %
y_p'ay
™z=0
1yz=0

(42)

correspondant au cas de I'expérience de Couettdaedéa § 2.1.
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C’est I'équation de la dynamique des fluides étalein fluide réel pour lequel la viscosité
engendre des contraintes de cisaillement.

Reprenons les concepts et les efforts développéS lanoncernant une particule fluide et

examinons les efforts en présence suivant la skrdetion Ox. A l'inverse de la Figure 1, on
observe dans le cadre de I'écoulement d’un flugd mon seulement les contraintes normales
mais également les contraintes tangentielles (Eigur

Forces de surface :

Forces de volume :

Accélération :

by

Iz;zx+az'zx d=z
, oz

aEE.‘dx
"Bx

00XX
(W dXJ dydz

otyx j
+[ dy dy | dxdz

atzx j
+( 37 dz| dxdy
XF

I

Figure8: Actions a la surface de I'élément fluide suivamt
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L’équation de la dynamique (1) appliquée a I'élétflide donne I'équation suivante :

00XX N aTyx 01zx
0x oy 0
se réduisant apres simplification a :

dm=FK + ( jd xdydz

K 00xX O0tyx 01zx
pry = + + +
dxdydz ox ay 0z

(43)

En remplacant les contraintesx, TyX, 1zx par leurs valeurs issues de (38) et (39), oa aur

pr F +i|:sd|vc+2ua_u—p:|+i U a_U+a_V +i u(a_W_'_a_Uj
* dxdydz dx 0 dy| \dy ox )| az| \ox o0z

En supposant p constant, elle s’écrit également :

- 2 2 2
pr, = R 6_p+i edivC+p 6_u+6_v+6_w +1 9 u+6 u+6u (44)
dxdydz odx o0x 0 z

soit encore en identifiant di@ et le laplacien de u.

F _ap 0

_— g+ y)divC|+puO?u 4
dxdydz ox ax{( Ll) } H (45)

pry=

En retenant le cas des fluides incompressibles lesqguels le terme di€ est nul (équation
de continuité), en posant d’autre part :

f = effort a distance par unité de masse

_F
p dx dy dz

et v :% viscosité cinématique,

—,
1

I’équation de Navier-Stokes se réduit a :

- - 1 M- -
r=f-—grad p+v02 C (46)

©

24



En coordonnées cartésiennes (46) s’écrit commemn(@s figurent en plus les termes

visqueux :
u, u ou  du_ 1dp
ot 0x ay 0z p 0X
ot 0X ay 0z p dy
w ., ow,  ow ow_ 1dp
ot 0x ay 0z

+f

+f

1dp

p62+fz+VL

X

y TV

VFaZU L0u d2u |
Lax2 dy2 0z2
[o2v  92v  o2v ]
+ +
L()x2 oy? 0z?
[92w 02w 92w |
+ +
oxz ody2 022

et,en coordonnées cylindriquesla forme plus complexe (48) :

6Cr+Cr6Cr+@6Cr+Ca6Cr Cuw? _}@” N
ot a r 06 0z ro an '
0Cu 0Cu CuodCu dCu CrCu 1 0p
+ Cr +— +Ca—+ =-——<+fg+
ot or 00 0z p roe
()Ca+Cr 6Ca+@ 6Ca+Ca@__}@+f N
ot or r 09 9z poz % 7
[92Cr 10Cr 102Cr 92Cr Cr 2 dCu]
Y, +— +— -—— -
L or2 r or r2 062 0z2 r2 rz GGJ
9Cu 10Cu 102Cu 82Cu Cu 2 9Cr]|
Y, +— +— + -t ——
L Or2 r Or r2 002 0z2 r2 r2 0o
9#Ca 10Ca 102Ca 42Cal
Y, +— +— +
L Or2 r or rz 00z 072 J

(47)

(48)

Lorsque la viscosité du fluide est nulle, on res®unaturellement I'équation (4) d’Euler.

L'accélération de la particule fluide est exprimée par ses compes cartésiennes et

cylindriques au chapitre A. Les propriétés du lajga sont rappelées en annexe R.6.

La viscosité cinématique s’exprime dans le systeme d’unité S| en m%/s esda systeme
CGS en cm?/s ou Stoke (St). L'unité pratique egtlles souvent le centi-Stoke (cSt) égal a

1.10°m2s.

On retiendra quelques valeurs importantes :

« pour 'eau a 20°C sous 1 atm (760 mm Hg) :

« pour l'air dans les mémes conditions :

v=1cSt=1.18mz/s

v=151cSt=15,1. 10m2s
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Cas du fluide compressible

Si lI'on reprend I'expression (45) et I'hypothesenfimlée précédemment indiquant que la
pression hydrostatique est la moyenne des corgmimbrmales (41) et conduisant a
€ = - 2/3 |, I'équation de Navier-Stokes s’écrit :

F:f—%grad{p——;u divb}+vﬂzb (49)

Cas du fluide non-newtonien:

Pour les fluides non-newtoniens, la loi de compuodst est donnée par exemple par la forme
de Bingham (22) :

u
Txy:TO"'HE

oUTp est une contrainte de cisaillement critique dépande plusieurs facteurs.

« d’'une part, de sa composition, le fluide non-newdorétant le plus souvent constitué d’'un
mélange diphasique ou de fluides de méme phasemoaisniscibles, par exemple : eau
boueuse, pate a papier, eau-pétrole, gaz-péttole, ;e

- d'autre part, de la forme physique du mélange :cenfration des divers constituants,
forme du mélange par micro-bulles en suspensiogpapunacro-inclusions (poches), etc... ;
toutes ces propriétés étant non-isotropes et nangreentes en un point donné.

Par analogie avec les écoulements turbulents, ongaeire quer est constitué d’'une valeur
moyenne et d'une composante fluctuante dépenddifiétérogénéité du mélange :

Tp=To+Tg

L

— 1
T est la valeur moyenne spatlaIT: _[ Tgp.ds
0
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La composante fluctuante étant caractérisée pamayenne spatiale nulle a condition que
celle-ci soit effectuée sur une échelle importante

L

— 1
T'O:E JTlodSZO
0

L’hétérogénéité du mélange est caractérisée parree H :

\/(T'OX4 +T 4t T'OZ4)
H= —
To

valeur correspondant au module du vectéule composantes :

T
e

Ainsi, I'’équation de Navier-Stokes s’écrira, emsjpirant de la forme (46) :

==

F=f-lgradp+voz C+ 2 gradH (49b)
p P

Autre formulation :
L’expression (46) correspondant au fluide incomgitde peut étre transformée en
introduisant I'expression A-12 de I'accélération :

2 -

r =—+grad%— COrotC
Dans le cas ou les forces de volume dérivent datergiel tel que la pesanteur :
f= —gr:ad( gh
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La relation de Navier-Stokes s’écrit :

—

N SN - 2 o
a—C—CDrotC=— gra £+gh+‘[% +v.02C
ot 2 p
Introduisons le vecteur tourbilla défini par :

Q==rotC

N~

et prenons le rotationnel des deux membres de égtigtion. En retenant que (ot graD et

que 02C= r6t(r6té): Fot( i)), on obtient :

5010~ rot(@120) v rof o)

—

aa—?+ rot(Q 0 C) =v2Q (50)

C'est une des formes alternatives de [I'équation Mvier-Stokes. C'est la forme
tourbillonnaire établie par Helmotz.

Elle indique que I'’écoulement irrotationnel satisféquation de Navier-Stokes mais ne peut
satisfaire les conditions aux frontiéres. A la aaef d’un corps solide, il se forme une couche
tourbillonnaire constituant la couche limite quiffaée ensuite dans I'écoulement et se
transforme en chaleur.
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L’observation de I'écoulement des fluides est atgthwi facilitée par des moyens de mesures
de plus en plus performants tels que le fil chauglas récemment, 'anémomeétre laser.

La connaissance de la structure fine des écoulesmeinten particulier des phénomeénes
turbulents, des couches limites, des sillages migeite mettre en place des modélisations de
plus en plus performantes.

Sur la base des expériences de Reynolds, un pastanpa été franchi a la fin du dernier
siecle, concernant la structuration des régimesodi&ment. Prandtl et Von Karman ont
présenté au début du vingtieme siécle les premi&vsloppements théoriques concernant la
couche limite. Celle-ci fait encore I'objet de nambses études, tant théoriques qu’expéri-
mentales, portant essentiellement sur la transétde décollement en présence de gradients
de pression positifs ou négatifs et du taux deulerize.

L’expérience de Reynolds consiste a observer I'ieroent de I'eau dans un tube transparent,
écoulement au centre duquel est introduit un fet tie liquide coloré.

On observe principalement deux régimes distincts :

- un régime laminaire montrant un filet coloré pagment rectiligne ne se mélangeant pas a
I'écoulement principal. Ce régime est observé aiblds vitesses, il est parfaitement stable
et pratiquement imperturbable.

- un régime turbulent se manifestant a partir d’'weetaine distance de lI'entrée par une
oscillation du filet coloré puis a un mélange irgimvec le fluide principal.

En utilisant plusieurs diamétres de tube et difftas viscosités de fluide (en faisant varier par
exemple la température), Reynolds a mis en évidgoeele régime laminaire était toujours
observé lorsque le produit CyDEtait inférieur & 2300. Ce produit adimensionrgpelé
nombre de Reynolds, quantifie 'ensemble des carnatiques de I'écoulement : la vitesse
moyenne du fluide, le diamétre de la conduite jdaosité cinématique du fluide.

Au-dela de cette valeur, suivant la qualité detté&m du tube, la régularité de la surface
intérieure, la présence de vibrations, etc...okdement laminaire peut ou non se transformer
en régime turbulent. Dans des conditions idéalésplilement laminaire peut se maintenir
jusqu'a un nombre de Reynolds de 4.1Bwu-deld, I'écoulement organisé se dégrade
systématiquement en écoulement turbulent.

4.2. Propriétés des écoulements laminaires

L’écoulement laminaire se rapproche de I'idée dae te fait de I'écoulement d’un fluide
parfait pour lequel on imagine un glissement degrdes couches de fluide les unes sur les
autres sans echange de particules entre les difé&sreouches.

Dans ce régime d’écoulement, les effets visqueut pourtant prépondérants et on est trés
loin de I'écoulement potentiel, en particulier aisimage des parois.
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Cependant, par opposition a I'écoulement turbuletgst I'organisation et la stabilité qui
dominent parmi les propriétés principales de I'éement laminaire.

Les applications industrielles les plus importantesrespondent aux paliers et patins
hydrodynamiques et a tous les domaines de la icdtiidn.

lIs correspondent également a I'écoulement en mil@reux : filtration, applications
pétroliéres, etc...

L’écoulement laminaire unidimensionnel voire bidm®nnel fournit quelques unes des
solutions exactes de I'’équation de Navier-Stokes.

Ecoulement entre deux plagues paralléles

L’écoulement s’effectue comme indiqué sur la Fig@rentre deux plaques planes paralléles
de largeur trés importante par rapport a la longliela distance séparant les plaques est
égale a 2h. Suivant les cas, il peut exister ou mongradient de pression et la plaque
inférieure peut étre fixe ou se déplacer parallélena elle-méme (vitesse de translatigh U

Y4
!
- -
: ;’5
2h. 9 N X
’ =
| 7

Figure 9 : Ecoulement de Poiseuille

Reprenons I'équation de continuité et I'équation Mavier-Stokes (47) exprimée en
coordonnées cartésiennes.

Hypothéses simplificatrices

+ Les composantes v et w de I'écoulement suivantzysent nulles.
) S 0
+ L’écoulement est permanent, ce qui implique queédeses ena—t sont nuls.
« On suppose les forces de pesanteur négligeableslééuent horizontal par exemple).
Compte tenu du caractere unidimensionnel de I'@woaht, I'équation de continuité div
C =0seréduita:
ou

a—X—O
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indiquant que la vitesse u n’est fonction que de y
u=u(y) (51)

Dans ces conditions, les projections de I'équatienNavier-Stokes se réduisent aux trois
équations suivantes :

1 0p 02u
T oo Vo 52
10p
:_BE (53)
__1op
T pa (54)

Les équations (53) et (54) indiquent que la pressie dépend que de x, I'équation du
mouvement se réduit alors a :

l1dp_ d2u

pax ' dy 9

La composante u ne dépendant que de y, I'équaiiBnriontre que le premier membre ne
peut étre fonction de x et, par conséquent, dmtr@il ou constant :

. de__A4p
En posant : ax - (56)
avec Ap=p(x=0)-p(x=1) (57)

I'équation (55) s’intégre en :

Ap y?
U=-ﬁ3+01y+02 (58)

ou G et G sont des constantes d’intégration dépendant deditmmns aux limites.

Conditions aux limites:

Les conditions aux limites sont données sur lafei@uet traduisent les conditions
d’adhérence du fluide a la paroi :

y=-h, u(-h)=4
y=+h, u(h)=0
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On obtient ainsi, d’apres (58), deux équations jediant de calculer &t G :

Ap h?
UOZ—EE—Clh-FCZ
__bOph?
0=-" 2 *Cih* Co

donnant pour €et G :

_Y%

Uo  Ap h?
2h *

C =
1 2 ul 2

et C2 =

d’ou I'équation générale du mouvement :

Un certain nombre de situations peuvent se reneontr

A) Ecoulement de Poiseuille

(59)

La plaque inférieure est immobile {& 0) et I'écoulement s’effectue sous l'action du
gradient de pressiofip/l. La distribution de vitesse est paraboliquel@née par I'équation

(60) :

= 3

YA

Figure 10 : Distribution de vitesse en écoulement laminaire

(60)
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La vitesse maximale est obtenue au centre du earalut :

T s 61
max — ul 2 ( )

La vitesse moyenne spatiale ou vitesse débitamtebésnue a partir du calcul du débit sur la
largeur L :

h
qv= _[u Ldy=2hLu (62)
-h
U—%E—gu 63
_ul 3_3 max ( )

Pour une largeur L, le débit est calculable parelation (64) montrant que celui-ci est
proportionnel a la pression motrige :

2
qV:ZhLTj:g—hBL (64)

Le nombre de Reynolds de I'écoulement est calcalalgartir du diamétre hydraulique, De
la section. Il est donné par la relation :

DH:

45
S (65)

S est la section de passage : 2hL
P est le périmetre : 4h + 2L

Soit Dy pour un écoulement tel que h << L :

_8nht _

Dy =~ =4h

d’ou le nombre de Reynolds :

4hT
Y

R=

(66)

L’écoulement reste laminaire et I'on observe ursdridiution de vitesse parabolique tant que
le nombre de Reynolds reste inférieur a la valeitique de 2300 a 40000 suivant les
conditions d’établissement.
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Contraintes au sein du fluide:

L’état de contrainte au sein de I'écoulement esinégar I'équation de Newton (21) :

Relation dans laquelle la direction y désigne kaation allant de la paroi vers le centre de
I'écoulement.

Cette contrainte s’annule au centre de I'écoulernarie terme du/dy s’annule (sommet de la
parabole) et se trouve maximale a la paroi (Fidye

Tp:H-g—;|y=—h= .—|y=h

A
szl—p.h (67)

La contrainte interne est linéaire du centre aal®p

Ly
Ce

2h

Gp
Figure 11 : Distribution des contraintes dans I'écoulement

Coefficient de perte de charge

La pression motrice a mettre en jeu pour assugmolilement est souvent ramenée a la
pression dynamique engendrée par l'intermédiaitm adtoefficientA appelé coefficient de
perte de charge :

UZ
Ap=A. pE (68)

La pression motrice est égale a la perte de chaagdrottement sur les parois et se calcule
par I'intermédiaire de la contrainte de parpi
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A I'équilibre, le bilan des forces exercées suvddume fluide compris entre I'entrée et la
sortie s’écrit :

Ap.2hL=2tpl.L

A
szl—ph

équation évidemment identique a celle établie & (6
On introduit également le coefficient de perte darge linéique\ défini par la relation :

A=N.—=N.— (69)
La relation (68) permet de calculgr.

_4h Ap
A\ =T @
)
En exprimantu a partir de (63) et en introduisant le nombre égrivlds défini en (66), on
obtient finalement :

_9€
A= ® (70)

B) Ecoulement de Couette généralisé

C’est I'écoulement général décrit par I'équatio)(8ans laquelle la vitesse de déplacement
de la paroi inférieure est égale g:U

el 2] ]

Suivant la valeur dAp, on observe les allures suivantes pour la digioh de vitesse (Figure
12):
v A

a- Ap<0 b- Ap=0 ¢ Ap=0

Figure 12 : Différentes distributions de vitesse
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On peut noter que le présent écoulement 12-a sseptible de constituer une pompe capable
de débiter en présence d’'une contre-presgipr<(0).

Le passage du régime laminaire au régime turbwleffectue dans une conduite donnée par
augmentation du deébit.

La connaissance des propriétés des écoulementslantd est essentiellement d’origine
expérimentale. En régime turbulent, I'écoulemenidamensionnel est instationnaire et

présente des fluctuations dans la direction d’@uoeht mais également sur les directions
normales. Ces fluctuations de caractére aléatoégies par les lois du hasard) prennent
naissance de l'existence au sein du fluide de ibomb de taille variable en interaction

permanente.

Une étude théorique basée sur l'intégration deugmations dans I'équation de Navier-Stokes,
montre que dans la couche limite, celles-ci sorit amorties pour de faibles nombres de
Reynolds, soit amplifiées pour donner a I'aval égime turbulent.

En un point quelconque d’'un écoulement unidimemsgnl’enregistrement des valeurs
instantanées de la composante u présente I'alauta Bigure 13.

A

E AW/\WAV/V\V\//\M/\W/\VAMA\

- L

© ko P

Figure 13 : Fluctuations de la vitesse en fonction du temps

On présente généralement la vitesse comme la salarf@composante moyenmeet d’'une
composante fluctuante u’ (pouvant atteindre locelen20 a 30% d@) :

u=u+u (72)

La composante moyennereprésente la moyenne temporelle établie par :
t,+T

1
U:? J.U.dt (73)
tO

Pour un écoulement permanent en moyenne, sa vaiste constante si le temps T
d’observation est suffisamment important.
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Par contre, la composante fluctuante posséde ugerme temporelle nulle :

F=t
T

t+T

I u.dt=0 (74)

tO

Les fluctuations de vitesses se produisent égalensen les directions normales a

I'écoulement principal, les composantes v et w osat plus nulles mais égales a leurs
composantes fluctuantes v’ et w'.

v=V
w=w (75)
Egalement de moyennes temporelles nulles, v’ edatisfont a la relation (74).
En réalisant les moyennes quadratiques, on obseiveelles-ci sont non nulles :
lto+T
u'2= T j u'2. dt>0 (76)
l:O
On définit ainsi I'intensité de turbulence | pargpport :
1i—, =, =
3 (u 2+ v'2+ W2)
| = (77)

u

Dans le cas d’'un écoulement tridimensionnel, leod@nateur sera constitué de la vitesse
moyenneC.

Coefficients de corrélation:

L’analyse des variations du coefficient de coriéfatR, entre les fluctuations de deux
composantes présente un grand intérét :

Ri=—f—=="7— (78)
\ u'f u%

Lorsque u; et u’, sont mesurées en deux points différents et quefld varier la distance
séparant ces deux points, on peut définir la caticgd spatiale et la longueur de corrélation
par I'intégrale :

L= j Ry()dl (79)
0

représentant l'aire sous la courbe de la Figure 14.
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En portant I'évolution de Ren fonction de la distance | séparant les poietsnésure, on
observe I'évolution suivante ;R 1 pour | =0 et R= 0 pour |- co.

T T |

S

o .
TTTITTYTITTr TITTITTYITE T T I T T Iy [ T T Y T I T I T T [T YT T I 77T

lo L distonce |

Figure 14 : Corrélation spatiale pour les fluctuations de mémaéure

Pour une corrélation proche de 1, la distagakfinit la taille des petits tourbillons, L défini
I'échelle des grands tourbillons.

Dans une conduite de diametre D, I'ordre de grandew est de 0,03 D.
La corrélation peut porter également sur deux caapias orthogonales de la vitesse :

ujgVvo (80)

Il existe en tout 9 coefficients de corrélation.

Analyse spectrale

S’agissant de composantes fluctuantes, I'analysetsgle permet de décomposer le signal
sous la forme d’une série de Fourier et de repdeaerplitude des différentes sinusoides en

fonction de leur fréquence f.

On observe en général un spectre monotone et cosdims fréquence caracteéristique.

Si on analyse le termé?, on obtiendra I'énergie cinétique des fluctuatitorsyitudinales de
la vitesse (analyse de Taylor).

Les formes les plus classiques sont données paglae 15.
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Figure 15 : Spectre énergétique de la turbulence

Interprétation
La turbulence s’entretient par prélevement d’éreemyir I'écoulement principal, assurant la

création de grands tourbillons qui se disloquentoemant des tourbillons plus petits jusqu’a
une échelle telle qu’ils sont dissipés par vis@osit

En écoulement turbulent, I'influence des termestflants devient plus importante que celle
des termes visqueux déja examinés.

Leur introduction dans les équations nécessitenno@élisation qui reste encore aujourd’hui
de caractére semi-empirique.

Equation de continuité:

En se référant au fluide incompressible, I'équatercontinuité instantanée s’écrit :

ou ov ow _

—+—+—=
ox o0y 0z 0

Comme chacune des composantes est constituéesdmiae de deux termes, on calculera les
moyennes des différents termes de la maniére deivan

t +At t +At
0 0

ou
u_t [ ug o [ g
X X

to to
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Equation dans laguelle on reconnait la définitiod) (deU :

ou 0du

ax _ x

L’équation de continuité s’écrit alors :

0x 0z (81)

ay

En remplagant chaque terme par sa valeur issué2)jean observera également :

ou' ov' ow'

— +—+—=
ox ody o0z 0 (82)

montrant que les fluctuations respectent égaleifitantation de continuité.

Equation dynamique:

Toujours en fluide incompressible, considéronsriggetion sur x de I'équation de Navier-
Stokes sous la forme donnée par (43).

op N 0TXX N otXy N 01Xz

- _9° 83
Pl = Pl X  0x oy 0z (83)
avec [ _6_u+u6_u+va_u+W@
T ot ox oy 0z
. . . ou
Le terme mstatlonnalrg a une moyenne nulle :
o tg+T
u_1 J‘ 9 1
—== —udt==|u(t,+T)-u(t)|[=0 84
o T ot T (to+7) - u(6) (84)

to

En effet, lorsque l'intervalle de temps T est s#fmment grand, la moyenne du terme
instationnaire est nulle pour un écoulement permiage moyenne.

On démontre que les autres termes se mettentsdoisrie :

90U o0u'z2 94U du'v' _du ou'w
My — -tV ———+

:”ax ox Vay ay WE_ 0z

gu'z ou'v' ou'w
0x ay 0z

rx:r_x_
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qui donne finalement comme projection :

— p, 00— — 00— —— 0 — ——

pry = pfy _a_x+6_x(TXX_ pu % +W(Txy— pu v) +E(TXZ_ pu vv') (85)

Le tenseur des contraintes est donc modifié pusqgtenseur des contraintes visqueuses est
soustrait le tenseur des contraintes turbulentpslépgenseur de Reynolds.

- Py (86)

~ |
ol

:2“

Rappelons la forme de ces tenseurs :

D : tenseur des taux de déformation donné en (31)
uz ouv o ouw
et T =| VUV ovW (87)
wu wyv o ow?

Chacune des contraintes du tenseur correspond coefficient de corrélation entre les
composantes fluctuantes de la vitesse en un mémedeol’écoulement.

Sauf au voisinage immédiat des parois ou les teduédy sont importants, les contraintes
turbulentes sont généralement supérieures auxotensiisqueuses. On s’autorise ainsi a
concevoir I'écoulement turbulent d’un fluide comtant constitué de zones distinctes : les
zones visqueuses constituées des couches limit€éaminlement subit a la fois I'influence
des tensions visqueuses et des tensions turbulentesfin la zone dite « saine » ou ne
subsistent que les tensions turbulentes.

La modélisation des fluctuations de vitesses eshél@ar une relation semi-empirique établie
par Prandtl montrant que la fluctuation locale distctement proportionnelle au gradient de
vitesse moyenne locale.

On posera donc :

u=1.— (88)

ou | est la longueur de mélange de Prandtl.

On admet également que v’ est du méme ordre delguamue u’ mais de signe oppose, cette
estimation étant justifiée par I'’équation de couiti@ des composantes fluctuantes (82).
Ainsi, la tension turbulente s’écrira :

du

dy

du (89)

TXy=-pu'v'=pl dy
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du I R . o o , s
Le termepl? q est donc assimilable a une viscosité que l'onifijeae viscosité turbulente.

Toujours au titre des modéles empiriques, Von Karprapose comme longueur de mélange
une fonction de la distance y a la paroi :

| = ky (90)

La contrainte turbulente devient alors :

du

dy

du (1)

= 2\/2
TiXy = pk2y dy

L’expérience montre que k est voisin de 0,41.
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L'une des propriétés des fluides visqueux newtanien non est d’imposer une condition
d’adhérence a la surface d’'une paroi solide.

Pour le fluide visqueux, la condition a la paroésira doncC = 0 alors qu’elle s’écrit
C . n =0 en fluide parfaitp représentant la normale locale a la paroi.

Ce ralentissement important n’occupe en réalitéumgl’ épaisseur réduite par rapport aux
dimensions du corps en contact avec le fluideres, tapidement, en s’éloignant de la paroi,
on atteint les valeurs de vitesses égales ou cahlesr a celles obtenues en fluide parfait
(Figure 16).

Cette zone a fort gradient de vitesse est qualifiéecouche limite. Son épaisseuwvarie
contindment depuis le point d’arrét et son réginiécaulement passe du laminaire au
turbulent en présentant entre les deux un réginteadsition.

La couche limite se sépare ensuite du corps seidele bord de fuite en formant, en aval de
celui-ci, un sillage généralement tres turbulentsgudissipe dans I'’écoulement principal.

En dehors de la couche limite, I'écoulement estiguament non visqueux puisque les
gradients de vitesses sont relativement modestes.
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En s'imposant un repére local dont I'axe Ox esgéant a la paroi et 'axe Oy est normal et
dirigé vers I'extérieur, les équations bidimensieltes d’'un écoulement incompressible et
stationnaire s’écrivent en négligeant les forcesaleme :

du ov

&+a—y:0 (92)
,u, ou_ 10p [a_a_j o
ox 9y pox \9x2 oOy? (93)
u@w@__mw(a_zv a_j o
ox 0y pdy \ox2 0y2 (04)

Un certain nombre de simplifications ont été apgest permettant d’accéder aux équations
caractéristiques dites équations de Prandtl.

On définit pour cela un certain nombre de référsnpermettant d’adimensionnaliser les
variables.

Ue: vitesse de référence (par exemple la viteskextérieur de la couche limite dans la

direction x).
L: longueur caractéristique dans la direction x
o: longueur caractéristique dans la direction y

0
On retiendra E <<1

d . o
el :vitesse de référence dans la direction y

pUe : la pression de référence

L
0 le temps de référence
€

Il est alors possible de déterminer I'ordre de deam de chacun des membres des équations
du mouvement.
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%+6—V=O (92)

ox oy
Ue ||Ued_ Ve
L |[Ld L
ou ou 1 dp d2u 02u
o = == +v— — 93
“ax +V6y p 0X Vaxz +V6y2 ©3)
Ue _Ué 0 Ue_U¢g| |Ug? Ue Ue
Yl T ||Yer s L L Ve Ve
ov ov 1dp 0%v 02v
= Al =-=2 4y = 94
“ax +V6y p oy V6X2 +V6y2 ©4)
Ud 5 Ud 1 U2 U 1 U 1
u,—=— - =& = —€ —_€ - —€ -
e 2 Ye 'L '3 5| |V L | VL

Pour I'équation (92), les deux termes subsistetamiis que dans les termes visqueux de (93),
seul le second terme sera conservé (fort gradiansversal et faible gradient longitudinal).
Dans I'équation (94), seul le terme de pressida second terme de viscosité subsistent.

Si I'on effectue pour I'équation (93) le rapportmenle terme de pression et le terme visqueux,
on obtient :

U2 & UD? Ud (g)z
L ‘W, Lv v 'L

En effectuant la méme opération pour I'équation,(84 aura :

Ug2 8L Udl
5 'wWUg v

montrant que le terme visqueux du second membrenégligeable devant le terme de
pression pour I'équation (94).

Compte tenu de ces simplifications, les équatiomPhndtl de la couche limite laminaire
sont données ci-dessous :

ou ov

Uu—-+tv_—=—-—_—_—+Vv_— (95)
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La derniere équation indique que la couche linmmi@gmet a la paroi la pression existant a la
périphérie de la couche a la méme abscisse :

ply=0)=p(yd)
C’est un point trés important concernant les prisegression effectuées a la paroi.

En présence d’une forte courbure de rayendR utilisera :

1op_ v

=—T= 96
pady Rc (96)

Autre expression

A la périphérie de la couche limite, I'écoulement pratiguement non visqueux et peut se
calculer selon la théorie potentielle.

Selon le théoreme de Bernoulli (14), la vitessa kntite Ue(x) est liée a la pression pe(x) par
la relation :

Ue? &)
2

=cte

pe(X +p

Sachant que pe ne dépend pas de y, on peut écrire :

1
1 dpe: UedUe(x)

p dx dx (97)
d’ou I'expression finale :
X oy
u@+v%—Ue d—Ue+v@ o)
ox ay dx  dy?

ou Ue est une fonction de x décrite par la thépoientielle.

Conditions aux limites

« Alaparoi:y=0etu=v=0
+ A la périphérie de la couche limite : y&) et u = Ue(x)
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A) Couche limite laminaire a la surface d’'une plage plane

C’est un cas trés intéressant pour lequel uneisalat été proposée par Blasius au début du
vingtieme siécle.
On imagine une plague plane lisse et infinimentamidisposée parallelement a la direction
de I'’écoulement.

dUe
L’écoulement potentiel est de la forme Ue(x) = aiesi le termea est nul (Figure 17).

En introduisant la fonction de couraptles composantes de la vitesse prennent la forme :

_oy
u—ay

_ oy
0Xx

(99)

La fonction de courant satisfaisant I'équation damtmuité, I'écoulement dans la couche
limite est alors régi par une seule équation isk€98) :

o Py _ow y_ oY

dy dydx Ox ay? ayd (100)

Pour simplifier cette équation, on introduit laiabte adimensionnelle s et la fonction f(s) :
S= y.‘/U—e:—y\/\CKx (101)

v X
P=,/vxUe.f(9 (102)

%x est un nombre Reynolds construit avec la distaazeourue a la surface de la plaque
plane a partir du point d’arrét :

&X - Ue X (103)

v

47



Ue

Couche
Limite

8

|

P I FAT T T AP F P T T T X

FaS

Figure 17 : Evolution de la vitesse a la surface de la plaplame

Les relations (99) et (100) s’écrivent alors :

Ue df df
u=+/vxUe. =€ —=Ue— (104)
VX ds ds

_1 jvuel df 1]

== [2s Sy (105)
v 2\ x I_S ds J

d2f d*f
fgg*2ge =0 (106)

Conditions aux limites

df
Alaparoi: s=0 e =0 f=0 (d’aprés 104 et 105)

Sachant que dans ce cas précis, la vitesse nepaaride y D(X) jusqu’a l'infini, on écrira :

df
S u = Ue et d’apres (104) : e 1

L’intégration numérique de la relation (106) perrd&tccéder aux caractéristiques locales de
la couche limite laminaire. La fonction f est tadilen Annexe R17.
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Profil de vitesse

, : i u df . .
Le profil de vitesses est obtenu en tracant I’etsvthdeE:—< en fonction de s (Figure
18).

u 1,0
" Ue
_ Ue
s=y
=
3 4 5 6 7 8 9
Figure18: Profil de vitesse de la couche limite laminaire

a la surface d’'une plaque plane

Le profil théorique de Blasius est comparé avecdssltats d’essais de Dhawan (NACA TN
2567-1952).

Contrainte a la paroi

Celle-ci est calculée a partir de la relation devide :

_du
Tp_uw‘yzo

gue I'on peut calculer a partir des relations (1&4précédentes :

Tp=H.Ue. U —— (0 (207)

On définit le coefficient de frottement a la pgpar le rapport adimensionnel ci-dessous :
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Cf=__'p (108)

1
= pue
5P

En remplacantr, par sa valeur issue de (107) et en tirant de €aenR17 la valeur de
2

4 (0) = 0,33206 on obtient finalement :

0,66
(Rx)

N

Cf =

(109)

.

ou le nombre de ReynoldR x est défini en (103).

Epaisseur de la couche limite

Par convention, on admet que la limite de la couobetiere est atteinte lorsque la vitesse
u(y) atteint 99% de la valeur atteinte a la liméesavoir :

u
T =099 (110)

L’Annexe 17 et la Figure 18 indiquent que cetteeualest obtenue pour s = 5.
On aura ainsi, d'apres (101), en désignandpaatte épaisseur :

[ux
5=5 Ue (111)

Oou encore .

5=2X (112)

Rx

Utilisant I'équation (112), on obtiendrait les vale ded suivantes :
Pour de l'air et pour x =1m:

0=19mm pourUe=1m/s
0=6mm pour Ue = 10 m/s

Pour de 'eau et pourx =1 m:

0=5mm pour Ue =1 m/s
0=2,9mm pourUe =3 m/s
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Comme le montre la relation (112), lorsque x augmetiépaisseur de couche limite
augmente aussi. Cependant, a partir d'un certaimbn® de Reynold§R x, I'écoulement dans

la couche limite devient transitoire puis turbuletles relations proposées ne sont plus
applicables.

B) Cas général

La méthode décrite précédemment nécessite la csamagie de I'écoulement potentiel Ue(x)
dUe

au voisinage d’'une paroi pour donner un ordre @mdgur au terméle dx

figurant dans

I'expression générale (98).

Falkner et Skan ont étendu la méthode précédentasagénéral :

Ue(x) =Co X (113)

Relation dans laquelle Co est une constante et pguhprendre des valeurs réelles positive,
négative ou nulle (ramenant au cas de la plaquetudié précédemment).

La relation (113) correspond a I'’écoulement potrgur un diedre pour lequel I'axe Ox est
confondu avec la face étudiée (Figure 19).

Figure 19 : Ecoulement sur un diedre
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Rappel : (chapitre A - §2.4.)

La fonction potentiel F(z) correspondant a I'éqoiati

Zm+1
E(2) = 114
(9=Co— (114)
s’écrit en coordonnées cylindriques :
Cao
F(2)=——r™|cosMm+1)8+isinm+1)4
(=7 ™ cos n+1) (+1)0]
En l'identifiant a la forme générafg + i, on peut déduire la fonction de courgnt
Ca m+1 o
=——r ~sin(m+1)6 11
p=—" (m+1) (115)
La forme du profil correspondanta= 0 est obtenue pour :
[ +1)6y=0 0p= mr ti
sin(m+1)8;=0 ou 0= "1 avec m entier.
En remargquant gu@, est identique % TT, on retient pour toutes les valeurs de m:
o= 2m 116
“m+1 (116)

e m = 0 etB = 0 correspondant a une plaque plane disposée ldanérection de
I'écoulement.

« m=1et =1 correspondant a une plaque plane perpendiewdiécoulement.

Les composantes de la vitesse sont données par :

( W
— — m
J Cr= 30 Cor'"cos(m+1)6

0
{ Cu:—a—liJ:Co M sin (m+1)0

Si enfin on effectue un changement de repere qunelant a une rotation d’angle (m 6,1)
les deux composantes deviennent :
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{Cr=Co M
Cu=0

Soit avec les notations retenues jusqu’ici :

Ue= Co. X" (117)

identique a la relation (113) proposeée.

* [B>0etm >0 correspondent a une accélératiorédedlement en fonction de x et a un
gradient de pression négatif.

e [B <0etm < 0 correspondent a une déceélération wat gradient de pression positif.
Lorsque ce gradient atteint une valeur suffisamepbtient un décollement de la couche
limite de la paroi.

En introduisant s et f(s) sous les formes suivarsieslaires a (101) et (102) :

S= m+1%\/@ (118)

1
TE /m+1vx Ue. f(s) (119)

On obtient alors les relations :

oy df

_ov_ .9 120
u oy Ue s (120)
1 |vUe m -1 df
V——E T1lm+l(f+sm+l&j (121)
L’équation de Navier-Stokes s’écrit alors :
d2f _df 2m]| (dfjW
f— +2—+ 1-|—1] |=0 122
dg ds m+ 1L d J (122)

La résolution numérique proposée par Hartree, ajng les conditions aux limites, sont
identiques a celles retenues précédemment, le teres un parametre.

La Figure 20 donne les valeurs du profil de vitgsser diverses valeurs de m.
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1,0

| =

e
‘L"--
3

0,81
=0,0504

0.6 -
D;‘ y
0,2 1
5= y/8(x)
¢ Y T T
0 5 (] 7 8
a_ﬂ' =0
oy yea

Figure 20 : couche limite laminaire sur différents diedres

Parmi ces caractéristiques, la plus importanteat correspondant a m = - 0,0904.

. [ ou | . < . .
Pour cette valeur limite, on obser\{%w =0, conduisant a I'annulation de la contrainte
y=0
de cisaillement a la paroCette condition est celle qui sera retenue commeitgre de
décollement de la couche limite laminaire.
Le demi-angle correspondant est égal d’aprés (41€),3121 radian soit encore a - 17.88°.
Pour m = 1 (Figure 21), I'épaisseur de couche éna@st donnée pOl{'Te =099, soit pour

s = 3,4 correspondant d’aprés (118) a :

0 |Cox2
V2= =34
X \Y)

. _ |V
Soit : 0=24 Co (123)

Valeur constante en fonction de x et de y.
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P
Fe

/
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TATF T AT ER T i T

Figure 21 : Couche limite a la surface d’un plan perpendicrda I'écoulement

Lorsque I'écoulement potentiel n’est pas de la forde(x) = Co ¥, on qualifie la couche
limite de non-autosimilaire. C’est le cas que l'dwit traiter lors de I'étude de I'’écoulement
autour de formes comme celles des profils aérodimess.

La méthode la plus sommaire consiste a remplacemrdsultats obtenus aux différentes
abscisses curvilignes par ceux obtenus pour lauplgdane aux mémes abscisses linéaires
pour les mémes valeurs de m.

L’'abscisse x est définie a partir du point d’asét I'obstacle.

Figure 22 : Définition locale de la couche limite
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A l'abscisse x, on définit la tangente a la pami @pport a la vitesse a I'infini Co. Cet angle

m
est égal éBE (Figure 19), d’ou I'on calcule le coefficiefit

La relation (116) permet d’en déduire m :

__B
m=5"% (124)

L’épaisseur de la couche limid¢x) sera alors définie a partir des valeurs dereespondant a

u
Ue =099 illustrées en Figure 20 :

0,437

=3028+— ol
99 01987+ m

(125)

Partant de cette valeur, on peut déduire I'épaisdeucouche limited en se référant a la
définition de s donnée en (118) :

_ S99 1
5= X 2 TUex (126)
Vv

Cette application nécessite évidemment la connaéesde Ue(x) qui aura été déterminée au
préalable grace a I'écoulement potentiel en flygdefait. Le chapitre C permet de résoudre ce
type de probleme lorsque le profil est défini gétriggement.

Si la couche limite reste laminaire, le décollemgeffectuera a partir du point D, formant
I'angle de - 17.88° avec la direction de Co (Fig2?¢.

Cette méthode présente l'avantage d'étre rapideeemet d'obtenir avec une précision
acceptable I'épaisseur de couche linitéAucune indication n’est fournie concernant lefpro
de vitesse. Celui-ci n'est accessible que par matémn numérique de I'équation de Prandtl
fournie en (98).

Contrainte a la paroi :

La contrainte a la paraj, est donnée par la relation de Newton :

_
Tp—Uayy:o
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Ch.B — Dynamique des fluides incompressibles

Compte tenu de la définition de s donnée en (118 d¢a définition de u donnée en (120) :

Ue x
= me1) U

u= Ueﬁ
T T ds

Il est possible de détermingya partir du calcul d% :

ou d2f 0s 1 |Uex #f
—=Ue——.—=Ue/m+1= |— .— 127
ay Ueds;2 ay Ue m+1x v dg (127)
et d’en déduire Cf d’apres (108) :
T 2. /m+1 d?f
Cl=q——= 0) (128)
1u Uex d<
2p e

Les valeurs de la pente a I'origine sont dispomilde fonction de m (Figure 23).

-

1.00

B T T T U W O TR O |
o

!5

5

0.50 /

Figure 23 : Evolution du gradient de vitesse a la paroi enctaon de m
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Cette fonction peut étre modélisée par la cormasuivante :
d3f
2 (0=0841(m+ 0 0903387

conduisant a la relation générale :

Jm+1
Cf = Y5 1682(m+ 0 0903%387 (129)

<

On retrouve pour la plague plane (m = 0) la vatdassique donnée par (109) :

0,664
Ue x
)

Cf=

Pour une définition plus précise, on se reportepateavaux de Von Karman, Polhausen et
Thwaites.

Remarqgue:

Pour améliorer la précision, et selon le dévelopg®nde la théorie de la couche limite auto-
similaire, divers auteurs [105], ont proposé deplaer I'anglef défini géométriquement
par un développement de la fonction potentiellexye(

__2 due I Ue(¥) dx (130)

En adoptant pour Ue la forme CB8,n retrouve I'expression déja établie :

_2m
T m+1

B

Cette démarche donne des résultats tout a faiptataes et plus précis que ceux obtenus en
remplacanfl par sa valeur géométrique.
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D’autres parametres caractéristiques sont utiligés I'étude et la modélisation de la couche
limite. En plus de I'épaissed on introduitd; I'épaisseur de déplacementdet’épaisseur de
quantité de mouvement, grandeurs utilisées daréglestions dynamiques intégrées.

Epaisseur de déplacement:

Elle correspond au déficit de débit lié a la présende la couche limite. On écrit, par
définition :

(ee]

& Ue= j(Ue— J dy (131)
0

YA Y |

I

8 i /E:J;._A.L) d}/ -
| o \ N
, il NN &,

Figure 24 : Epaisseur de déplacement de la couche limite

o

Comme u ne varie pratiquement plus a partibdé relation (131) permet de calcul@r
suivant la forme :

8 = I (1—U—e) dy (132)
0

Epaisseur de quantité de mouvemeit

On définit de la méme facon I'épaiss@dicorrespondant du bord d’attaque jusqu’a I'abscisse
X, la variation de quantité de mouvement :

pUééz = J. pu(Ue— L) dy (133)
0
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d’ou la valeur dé, :

0
u u
Oy = { Ue (1— U_ej dy (134)

qui représente la perte de quantité de mouvementie a la couche limite.

On observe toujours l'inégalité :

0>5 >0,

Equation intégrale de Von Karman:

Von Karman a intégré I'équation de Navier-Stokesadgaroi y = 0 jusqu’a I'épaisseur yo:
on obtient ainsi une équation différentielle ordlie@&nd, [réf. 105-1985].

d 2 due . _Tp
(U3.85) + Ve~ .8, = ; (135)

En divisant par Ue on fait apparaitre le coefficient de frottemefe€on obtient :

ddé, Cf o, dUe
—_—— —_ + —_—
ix -2 uet ATy (136)
ou H représente le paramétre de forme :
H= & (137)
)
Polhausen a introduit un deuxiéme paramétre deddtm
6% dUe
K=-—5—"=
v dx
qui permet d’écrire I'équation intégrale de la doeicimite sous la forme (138) :
d[53)
1222 138
UedevJ F(K) (138)
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Walz et Thwaites ont enfin proposé une forme tiggke pour F(K) permettant l'intégration
de (138):

F(K) = 0,45 - 6K (139)

donnant I'expression générale :

X
2

8 _
72=o,45.Ue 6 I Ue® . dx (140)
0

Thwaites a proposé un tableau numérique permeadtatraiter avec une excellente précision
les principaux cas lorsque la fonction Ue(x) estruee.

Ce tableau numérique reporté en Annexe R18 percosmme au chapitre précédent, de
calculer les différentes épaisseurs de couchedigtites valeurs de la contrainte de paroi sans
pour autant définir le profil de vitesse. Le déenient de la couche limite s’effectue pour
K=-0,09.

dUe . . R
Dans le cas de la plaque planeﬂ(aj%(— =0, I'équation de Von Karman s’écrit d’aprées (136) :

X

Cf
52 = 7 dx

0

En retenant I'expression (109) pour Cf, on obtierdlement :

35, 0,664
2 141
X JRx (141)
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La couche limite laminaire est caractérisée parooulement sans fluctuations de vitesse
locale. Lorsque le nombre de Reynolésx prend une valeur suffisante, on observe
I'apparition de bouffées turbulentes de faible @ueéde faible amplitude longitudinale.

En introduisant un facteur d’intermittengequi est la fraction du temps correspondant au
régime turbulent, on peut définir la zone de tréosipar le critére suivant :

Elle débute lorsqug = 2% et se termine lorsquevaut 90%. La couche limite est alors
considérée comme turbulente. Le début et la fincete zone de transition dépendent
beaucoup de la turbulence de I'écoulement horshmlimite mais également de la courbure
et de la rugosité de la paroi.

Dans de nombreux cas, on néglige la longueur doh& de transition en supposant que la
couche limite change brutalement de régime en padsalaminaire au turbulent.

Plusieurs corrélations de prévision de transitiont glisponibles, la plus simple concerne la
plaque plane pour laquelle on observe :

Rx=3.16a3.16 (142)
Du début a la fin de la transition, une forte véamia du gradient de vitesse de paroi est

constaté. Il se traduit par une chute du facteuiodee et un accroissement tout aussi brutal
du coefficient de frottement Cf (figure 25).

A - CY:. A CF
|3 440
3
L 2
L2
A
-1
#x

Figure 25 : Evolution de H et Cf au voisinage dans la zon&alesition
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Les travaux de Smith concluent sur une zone dsitran définie par la démarche suivante :

A chaque étape du calcul de la couche limdiegt &, sont accessibles ainsi que le nombre de
Reynolds associéa :

Ra, = Uidz (143)
La zone stable (laminaire) est définie par :

R & < (R &) tr (144)
avec (RJ)tr :1,174[ T+ 2;‘;00} R R4 (145)

La transition % apparait a l'intersection des deux nombres de &dgnen fonction de

I'abscisse X :
G’Bé}

N

"

{ Evolution des Reoynolds

1200

900

I

I =

X
-

] R
cn
1%
o
&
Ligne de transition
‘?E
—
e

Figure 26 : Définition de la transition selon Smith

Equation de la couche limite en régime turbulent

Les équations de la couche limite turbulente bidisiennelle incompressible se réduisent a
des expressions comparables a (98) dans lesquallearaissent les tensions turbulentes
jusqu’ici absentes. Elles s’écrivent a partir desyannes temporelles des composantes de la
vitesse :
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_:___+

ou . ov

ox oy

ou _du_ 1dp. oW 9 —— (146)
(u)

+ RS
X Vay p dx V6y2 ay

Les tensions turbulentes difficilement modélisatdest maintenant prépondérantes sauf au
voisinage immédiat de la paroi.

La contrainte de cisaillement au sein du fluide @'stprés (146), formée de deux termes :

S Iv: 147
. oy P (147)
Profils de vitesses associés a la plague plane
Sous-couche laminaire
A la paroi, le termepu'v' est nul et I'on retrouve :
du
(148)

szl"ld_y y:O

L’influence de la viscosité ne se fait sentir quasl une zone appelée sous-couche laminaire
inférieure a 5% de I'épaisseur de la couche lirdite

Dans cette zone, on définit la vitesse de par@mwvitesse de frottement :

P (149)
u*=.—
P
La combinaison de (148) et (149) permet d’écrire :
u*
Y (150)

u
u* v

On effectue souvent un changement de variables rdroduisant les parametres

adimensionnels suivants :

U yu*
Ur =00 V=7 (151)

L’équation du profil de vitesse s’écrira alors :
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Us = Vs (152)

Ce profil de vitesse est valable pour la sous-ceuaminaire délimitée par :

ys < 10 (153)

Réqgion proche de la aroi£< <E
dionp barl 96 =Y =<1¢

Par extension, on adoptera dans cette zone urelautte paroi de la forme :

Us = f(y+) (154)

La fonction f sera établie en partant des ordregm@deur des contraintes visqueuses et
turbulentes dans la couche limite (figure 27).

yis 4 yis 4
1,0 Ly
die) 0,05 -
—pu'y / pdd/dy
0 d .
o W T 0 r? T
(a) (b)

Figure 27 : Evolution de la contrainte de cisaillement dansdaiche limite
Dans la zone de paroi, la valeurdee differe pratiquement pas de

En introduisant la longueur du mélange de Praondtbbtient la forme établie en (91) :
dU 2
= pk2y?| — 155
- -
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Soit en introduisant la vitesse de paroi u* et tesmes adlmen5|onnelﬂ+:F et

u*
Y+ = Vy :
_1ldy,
du, = Ky, (156)

Soit, aprés intégration, la premiére loi logarithoe :

uy =Alogipy+ +B (157)

A et B sont des constantes introduites d’apréspEeience. La forme finale de la loi de paroi
s’écrira finalement :

u, =585logy, + 556 (158)

Elle est utilisable dans l'intervalle :

30<y, < 500 (159)

On utilise aussi la forme (160), issue égalemened@érimentation :

u, =8,74.y¥7 (160)

Reste de la couche limite

Dans la zone restante comprise edE) etd, on introduit un profil de vitesse appelé loi
déficitaire et dépendant cette fois du gradienprdssion extérieur dp/dx.

Ue—1
i* HoA Iog%+C (161)
pour 30 <y <1000 (162)

La relation (161) se superpose pratiquement a (158)

Au-dela, on utilise :

Ue_n—a(l—ij 163
ur ) (163)
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ou a et b sont des constantes dépendant du graldigmession extérieure (b est voisin de 2).

Pour y =9, la forme (163) satisfait la condition a la limile= Ue.
On formule souvent, sous la forme simplifiée d’uoe en puissance, I'ensemble de la
distribution de vitesse dans la couche limite tlgbte :

— 1/n
u_y ~
Ue_(éj avec n=7 (164)

Relations relatives a la plaque plane

Les relations établies dans la zone de paroi péemtet’introduire un certain nombre de
relations importantes.

La définition de la vitesse de frottement permetailee apparaitre Cf :

u* =P

p

T

et Cf:1 P
2
2PVe

Soit en éliminanty, :

ur_ et 165
Ue \ 2 (165)

Introduisons cette expression dans les différdoiesle paroi en puissance (160) et (164) :

u, =8,74.yY7

l _(X)lln
Ue \&

Développons (160) :

u Ue ry.
— . — =874
Ue u* 8 v J

u*‘|1/7

En remplacant u* par sa valeur issue de (165),eant iptroduire le coefficient Cf :

_ +1/2 [ 127
— = [C—fj .8,74% Ue [C—fj |
Ue 2 vV 2
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En identifiant cette valeur avec celle issue deljlpour n = 7, on obtient :

5 1/4
Cf = 7/4( ]
(8,74)""*\Ue.d

v 1/4
i f=0,045. | ——
soit Cf =0,045 (Ue.é) (166)

Epaisseur de quantité de mouvemend :

Comme en laminaire, I'expression dese calcule a partir de (134) :
5

u u
02 = { Ue(l‘ajdy

qui donne, d’'aprés (164) :

S__ n 167

5 (n+1)(n+2 (167)
etpourn=7:

% =0,0972 (168)

On démontre que I'équation intégrale de Von Karroamserve son expression dans le cadre
de la couche limite turbulente, les termes de fiatbn de vitesse apparaissant sous la forme
d’une différence pratiquement négligeable :

[ 3 |
2 Y e i
(5, UZ) +3, e de= - Cax+d| | [u- 2 ) ay)
Lo ]
Ainsi, pour la plague plane ou dUe =0 :
d% _ Tp _Cf
dx pue 2

En remplagcand, par sa valeur issue de (168) et Cf issu de (1@6pbtient :

dd (Ueéj_” 4
—=023L|—
dx v
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Enintégrantde 0 a x :

-1/5
§= o,37o.(¥j (169)

soit finalement, pour I'écoulement turbulent :

0,058

f= o (170)
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A) Méthode générale

La définition complete des parameétres de la couainde dépend comme en régime
laminaire du gradient de pression. Cette influes®xerce sur le profil de vitesse et les
conditions de décollement.
Le point de départ est constitué de I'équationgrdle de quantité de mouvement qui s’écrit
en régime turbulent :

[ 3 1

d(5, Ue?) +5, Ue dUe= Cf Uz ds bj(‘hﬁ_VZJy (171)
| o

Les termesu’ 2et v'2étant du méme ordre de grandeur, le dernier teshaégligeable par
rapport aux autres, réduisant ainsi I'équationgrate a la méme expression qu’en laminaire :

Cf
20, UedUe+ Ué b, +d; UedUe ) Ue? ds

@+(H+2)S—Zedd—usezc7.r

s (172)

Cette équation contient trois inconnue®,:H et Cf, le terme Ue(s) étant supposé connu par
une étude en écoulement potentiel ou s représiftscisse curviligne. La résolution sera
possible en introduisant deux relations complémeggal’'une évaluant Cf et I'autre la forme
du profil de vitesse définissant H (cette formeeat@pici du gradient de pression).

Coefficient de frottement Cf:

Sous une forme simplifiée, on peut retenir la retatde Prandtl établie a partir de (166)
et(168) pour la plague plane, elle est indépenddatdp/ds :

Cf Ue62j_}£ (173)

D 0,012 Yy

Pour plus de précision, on adoptera la relatioruldwieg-Tillmann basée sur des résultats
expérimentaux en présence d’un gradient de pressiomul :

Ued -0,268
2) (174)

Cf::Q246.10°ﬁ7&*( .

D’autres méthodes couplent a la fois le profil desse et le coefficient de frottement par le
parameétre G de Rotta-Clauser.
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Profil de vitesse:

L’influence du gradient de pression sur le profd ditesse est trés important comme le
montrent les mesures de Clauser (1954).

1,0 y/6

Figure 28 : Influence du gradient de pression sur le profiMitesse

Le gradient de pression est décrit par le parani@taont la valeur nulle correspond a la
plaque plane :

D=—2-" (175)

Deux formes sont utilisées pour décrire I'influemieeD :

* la forme de Le Foll [réf. 209] retenant la loi idétkire suivante :

Yy Yy
Ue-T_ 91(6j+>\92(5) 176
u* - Kk ( )

wee: 03 (5 -a}-w(3) ¢ sl AL e s o

etA parametre dépendant implicitement de D par legiogls de Huo.
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» La forme en puissance beaucoup plus simple :

o (g

pour laquelle le gradient de pression est priscgnpte par le facteur n.

On a déja examiné que n = 7 pour D = 0 (plaqueeplaBn reprenant les définitions
classiques d&, etd,, on obtient :

0
3o | bl ar
0
. o _
%zé J; (l_Uieriedy:(n+1)rEn+2)=Hl(_|H+1]) (79)
p_n*z o a2 (180)
o n H-1

u :(Xj 2 (181)
(182)

Equation définissant le paramétre de forme

Le paramétre G de Rotta-Clauser est défini paapeart suivant :

2 2
[T o
G=-C (183)
Ue-T
J[ u* jdy

0

Quel que soit le profil de vitesse retenu, on déneogu’il peut se mettre sous la forme :
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G=—"" .= (184)

Suivant la forme de profil retenu, il prendra al'ssipression :

* Pour la forme de Le Foll :

oo 1244+ 115 + 037142

. (2 ; )\j (185)
3 2
» Pour la forme en puissance :
1 2
= 186
C= o o2 (186)
2
Huo a montré que G et D étaient reliés par laiozlat
G=755,/D+ 18- 355 pour G< 13 (187)
G=6,10/D+18 -0,40 pour G > 13 (188)

Mode opératoire:

A partir du point de transition, on connait lesewab de x, (P8,, 8, 8, et H. Partant de ces
valeurs, on peut définir successivement :

Cf. par la relation (174)

D par la relation (175)

G par la relation (187) ou (188)

H par la relation (184)

A ou n par les relations (185) ou (186)

Le profil de vitesse est alors parfaitement défiar (176) ou (177). En se fixant un pss
suffisamment faible, on déduit la nouvelle valeedglen utilisant I'équation (172) :

A3, 5, dUe Cf
As t(H+2) Ue ds 2
Soit & =0+Ad

et ainsi de suite jusqu’a I'extrémité de la pamoijasqu’au point de décollement.

73



B) Méthode de Head

Head a intégré I'’équation de continuité dans laadion y de 0 & :
3 3
ou J‘ ov
- + — =
J i dy O dy dy=0 (189)

On développe d’abord le premier terme :

d d du
d—sj ud J.— Ue dy= Ue—(6 51)+—e(5 6])——[Ue6 5)
0
. e . 0—90
Par hypothese, le second terme est défini commdanution de 5 , autre facteur de
2
forme de la couche limite noté H
-9
Hy= (190)
)
L’équation de continuité s’écrit alors :
d
< (Ued; Hy)= Ue. /{ H) (191)
On lui associe I'équation de Von Karman :
dd» Cf o dUe
—_—a— —_—— + _—
ds 2 Ue(l_| 2) dx (192)

En précisant la forme des fonctions F, H1 et Cfagrction de H, le systeme (191) - (192) se
ramene a deux équations différentiellesderet H qui peut s’intégrer numériquement avec
pour conditions initiales les valeurs données aardnsition.

Les formes retenues sont les suivantes :

Hy=08234(H - 17287+ 33; H< 16
Hy=15501(H - 067783%4+ 33: H> 16 (103)
F=0,0306(H, - 3 %6169

U -0,268
Cf= 0,246(%62j . 100678H
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C) Décollement de la couche limite turbulente

La valeur moyenne correspondant au décollemena deuche est donnée par H = 3 au lieu

de 3,55 pour la couche limite laminaire. Le décobat ne se produit pas précisément pour
Cf = 0 mais pour un Cf décroissant trés rapidement.

La couche limite turbulente décolle plus difficilent de la paroi que la couche limite
laminaire a cause du fort échange énergétiqueagiiatec I'écoulement extérieur.

A titre d’application et d’illustration, on retienine plaque plane de largeur infinie et de
longueur égale a 200 mm, soumise a un écoulenan(d = 15 E-6 m?/s et

u =18 E-6 kg/ m.s ) de vitesse Ue = 150 m/s.

Les résultats des différents modeles proposés mimaa&re par Thwaites ou déduits des
travaux de Falkner et Skan, et en turbulent padiéeat présentés ci-dessous.
Arbitrairement le critére de transition retenuiest : Rx = 1,72 16

Comme on I'a déja noté en figure 25, le passageedime laminaire au régime turbulent
s’effectue avec un accroissement important du woefit de frottement Cf.

L T

0.00024 —

Pl - 5w ‘

Theymiiss

.4_\ )

|||||.JII

i

] | | 0 1 EEEEREEN T
00000 — 111 1T TT T | | | |
N z el : 0.6 0.8
Q3. | ! . 1,1

Caractéristiques de la couche limite sur une plaplame.
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Il s’agit d’'un écoulement interne par excellencelatcouche limite sur les parois occupe
pratiguement toute la section d’écoulement.

L’écoulement est régi par les équations de Naviekeés et sont conditionnées, en fluide
incompressible newtonien, par deux nombres caistitgres : le nombre de Reynolds et le
nombre de Froude.

Etudions le cas général en disposant I'axe z \a@ytles forces du volume étant supposées
réduites a l'action de la pesanteur. Expriméesupété de masse, elles se réduisent a leur
seule composante verticale (équation 7) :

0
f=]0 (200)
-9
Pour éviter d’alourdir la démonstration, considéraans un premier temps les termes
convectifs négligeables.

Le systéme d’équation de Navier-Stokes (47) se mamaéors a :

du__1o0p .,

dt an+VDu
10

0=-=P vz (201)
p dy

0——1@— +vl2w

~"poz ¢

On peut adminensionnaliser les variables en utilisamme précédemment les grandeurs de
référence suivantes.

C: La vitesse de référence correspondant par gheein la vitesse débitante dans la
section de conduite.
D: La longueur de référence correspondant a unergsion géometrique caractéristiques,

soit le diametre de la conduite ou son diameétreduldjue (relation 65).
D/C : le temps de référence
pC2: la pression de référence

Les variables réduites s’écriront alors :

ut+=

<
+
I
=
+
I

X+=

N
+
1

Olx Olc
<
+
1

U|\< ol
OlN O]

76



t+—i—g + =
"D D P

C

Les différents termes aisément calculables :

du_Cdus

dt D dt+
_lop__C2op+
pox D ox+

v [2 —v£D2 +
u=v.5; Hu

En multipliant tous les termes pgr— on obtiendra le systéme en variables réduites :

du+ op+ v
- _ 2
dt+  ox+ cpo Ut

dv+__6p++ Y D2y +
dt+  ay+ cp- " (202)

dw+  Op+ £+ \Y

= + — 2w +
dt+  az+ c2 cp-

systeme dans lequel apparait le nombre de Reydeltlécoulement :

C.D
R=== (203)
v
qui représente le rapport des forces d’inertiefatoes de viscosité.
et le nombre de Froude :
2
c (204)

qui représente le rapport des forces d’inertiefatoes de pesanteur.
Pour les fluides non newtoniens dont la loi de cortgment est de la forme :

0
T=Tg+H -~
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oU Tp correspond aux tensions interfaciales prenansaac® par exemple dans un mélange de
fluides non miscibles ou d’une émulsion, un termmenplémentaire figurera dans I'équation
de Navier-Stokes (relation 49b) :

1 -
—grad H
p

En introduisant la tension interfacialecomme contrainte de référence, I'équation de Navie
Stokes contiendra en plus le nombre de Weber :

-,
W=p o (205)

Les nombres de Reynolds et de Froude servent de &as regles de similitude des
écoulements. L’influence du nombre de Froude ndestsible que dans les écoulements a
surface libre. Par contre, pour les écoulemenishange, c’est le nombre de Reynolds qui est
prépondérant puisqu’il fixe a la fois le régime ab@lement mais également les gradients de
vitesse a la paroi, la forme de la distributiorvdesse, etc...
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Nous étudions dans ce chapitre I'écoulement laménd@ns un tube de section circulaire en
régime incompressible et permanent (écoulemenbtdz&ille).

Reprenons I'équation de continuité et I'équation HNavier-Stokes en coordonnées

cylindriques (A-18) et (B-48) en retenant les pgistiivants :

* les forces de pesanteur sont supposées négligeable

* les composantes Cr et Cu de I'écoulement sonésull

* 'écoulement est axisymétrique et les termes thsse e@/00 sont nuls,

* le régime d’écoulement est établi, ce qui signifie si I'on se trouve loin de I'entrée du
tube, ou des phénoménes de mise en vitesse sagmoiduef. 101].

L’équation de continuité s’écrit :

0Ce
0z

=0 soit Ca = Ca(r)

L’équation de Navier-Stokes s’écrit :

_1lop
~ por
1 0p

p roo

1dp [d°Ca 10Cal
=———+V +——

p 0z Lar2 rarJ

Les deux premieres équations indiquant que la jorese dépend que de z, d'ou :

op _dp
9z dz

L’équation dynamique se réduit a :

,1d[ dca)_1 dp -
rdrl er_p z (206)

La composante Ca ne dépendant que de r et la gmessi dépendant que de z, I'équation
(206) indique que dp/dz ne peut étre que constimndé en mouvement avec @a0) ou nul
(fluide au repos avec Ca = 0).

dp__Ap
En posant a2 (207)

avec | : longueur de la conduitefgi la chute de pression ou perte de charge sun¢puéur |.
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L’équation (206) s’integre en donnant :

d[ dca] Ap
—|r——|=—-—"r
er er pl
dCE _ﬂ r2+C
dr 2ul 1

Ap r?

Ca(r):—2—u|3+C1.Inr+C2 (208)

C, et G sont des constantes d’intégration permettant tisfaiee les conditions aux limites
qui sont ici ramenées a une seule condition :tksse est nulle a la paroi du tube.

Pour obtenir une valeur finie sur I'axe du tubdailt nécessairement € 0.

La condition de paroi s’écrit alors pour un tuberaygon R :

A
Ca(r= F§:4—S| R2+C, =0

D’ou I'équation finale :

ca(n) = 4A—; (Re-1r?) (209)

Le profil de vitesse est donc parabolique et syiauggrpar rapport a I'axe de la canalisation.

Par la suite, pour simplifier, nous noterons lasse axiale par C au lieu de Ca.

A
I
R e
:—\——b\
L\ Crnax__
0 ) e
| 7

Figure 29 : Distribution de vitesse en régime laminaire
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Propriétés de la distribution de vitesse

La vitesse maximale est obtenue sur I'axe de lalcstion :

_DAp.R? 210
Le débit volume est calculé par l'intégrale suiant
qv= J. C.ds= _[ R2— r2 21 r dr (211)
. Ap R4
soit qv = 4l T (212)

On observe donc que le débit dans la canalisaibpreportionnel a la différence de pression
s’exercant entre I'entrée et la sortie.

Le débit s’écrivant aussi sous la forme du prodaita vitesse moyenne (ou vitesse débitante)
par la section de passage, nous aurons par dafiniti

qv=C.nRe (213)

donnant comme vitesse moyenne par identificatio2d2) et (213) :

_ 1Mp.R2
C=¢
2 4ul

(214)

La vitesse moyenne est donc égale a la moitié digdsse au centre de la conduite.

Contrainte au sein du fluide:

Pour un fluide Newtonien, I'état de contrainte ainslu fluide est donné par I'équation :

dC dC

_,9c__ dc 215
My = Har (215)

Equation dans laquelle la direction y est dirigédadparoi vers le centre de I'écoulement.

Apr

Soit : T= o1

(216)
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La contrainte est donc nulle au centre de la cdadativarie linéairement jusqu’a la paroi ou
elle atteint la valeur maximaig :

Ap.R
P :T (217)

-

o

Figure 30 : Distribution de contrainte au sein du fluide

Coefficient de perte de charge

La pression motrice totale a mettre en jeu pounras$'écoulement est ramenée a la pression
dynamique engendrée pour définir le coefficienpdeae de charge.

c2
Apt=A. p7 (218)

Apt représente la différence de pression totaledieintrée et la sortie de la conduite :

Apt= {pe+ pC_TeZJ - {ps+ pE—ZSZJ (219)

Dans le cas particulier qui nous intéresse icgdation est constante et la pression motrice
totale se ramene a la différence de pression.

On introduit également le coefficient de perte darge unitaire\ sous la forme :

| C2

PP

ou D est le diametre de la canalisation.
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En remplacanC par sa valeur issue de (214), on obtient gour

_b4 220
R (220)

ol R représente le nombre de Reynolds calculé comni203) par la relation :
R == (221)

Le coefficient de frottement a la paroi Cf estaolwit a partir de la contrainte de paroi et de la
pression dynamique (108) :

Ct=—2 (222)

En remplacantp et Cpar leurs valeurs issues de (217) et (214), oiemtbt

Cf =

A
2 (223)

Comme nous l'avons examiné 8ut.1, I'écoulement laminaire dans une conduite de gecti
circulaire se maintient jusqu’a un nombre de Regmale 2300. Au-dela s’établit, suivant les
conditions d’écoulement, le régime turbulent.
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La surface du tube est lisse et on se référera aittes partie a un certain nombre de résultats
obtenus pour la plaque plare.4).

On démontre que la distribution de contrainte Hadiaste proportionnelle au rayon comme
indiqué sur la Figure 30. Compte tenu du model@@sé pour décrire I'écoulement turbulent,
la contrainte en tout point s’exprime a partir déongueur de mélange de Prandtl :

dC

dC dC
=R el

E E (224)

Suivant que I'on est proche ou éloigné de la parest le premier terme ou le second qui est
prépondérant.

Dans la sous-couche laminaire, on obtiendra emenééé@ a I'équation (155) une équation de
la a forme :

Ci= Vs (225)
C .u*
avec C+:F ; Y+=yv

et ou u* est la vitesse de frottement donnée par :

ur = |— 226
> (226)

La valeur dap est toujours calculable par (217). L’équation52@st valable pour.y< 10.

Hors de cette zone et toujours au voisinage darai,pon observe la loi logarithmique donnée
pour (157) ou les constantes A et B sont légeremiiéétrentes :

C, =5,65logy,; + 500 (227)

Cette relation est valable poér< 0.2

Dans la zone centrale de la conduite, on fait appgle loi de type déficitaire :

Crmax~C _ ( _ljz
u AR (228)

Cmax représentant la vitesse au centre de la conduite.
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D’autres auteurs utilisent les lois en puissanga eéaminées pour la plaque plane (164) :

(229)

Elle est en principe utilisable sur toute la secti@ la conduite mais n varie avec le nombre
de Reynolds moyen :

q =C-D | 4.10 10 2.16
v

Calcul du débit et de la vitesse moyenne

Le débit se calcule par la relation d’intégratidassique :
R

qv=C.mR2= _[ C.2mrdr
0

Les zones de paroi étant relativement réduitesetient pour C la relation (228) sur toute la
section et on remplace y par (R -r).

On obtient la relation :

—=5,65logR. + 2 (230)

u.R
Vv

avec R, = (231)

Coefficient de perte de charge

Le coefficient/A peut se déterminer en utilisant les relationsguéntes :

N=4Cf

«= [P_¢ g;@\/E
: ﬁ V2 ""\s
JA T A8 u*
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C . . .
En remplagan{u—* par sa valeur issue de (230), on obtient la wlati

izZIogQL +

JA

2

NG

Le nombre de Reynold8. peut étre développé :

soit finalement :

1
ﬁ:zmg(gwx)—o,s (232)

C’est I'équation de Von Karman, forme a résoudre ifgaation en partant par exemple de
0,02.

Blasius a établi une forme explicite en calculaintdgrale définissant le débit a partir de la
forme (160) donnée pour la plaque plane :

0,316

A= (91)1/4

(233)

Elle n’est valable que pour des nombres de Reyrinfdgeurs a 10

Forme de la distribution de vitesse

Comme l'indique I'ensemble des relations, le prdél vitesse est continlment variable avec
le nombre de Reynolds. Il est de forme beaucoup ahlatie que dans le cas de I'’écoulement
laminaire.

¥ Cmax
=
.

-7z
I
|
1
I
!
i j7

Figure 31 : Distribution de vitesse en régime turbulent
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Le rapport entreC et G5 dépend également du nombre de Reynolds, on lelegbar la
relation de Coantic :

R J (234)

£ 20,71+ 0,1 lod -
Coos 4200
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L’influence de la rugosité a été étudiée expérimlemient par Nikuradse qui a disposé a la
surface d'un tube de paroi lisse une rugosité stahdonstituée de grains de sable de
granulométrie déterminée (rugosité uniformémenarntip de hauteug petite par rapport au
diametre de la conduite).

___yE

SRR~

Partant de cette rugosite, on peut construire tEmxes :

. . &
. la rugosité relatlv%

u*

. le nombre de Reynolds assogié=

Lorsquee. est inférieur a 5, les distributions de vitessesont pas perturbées par la rugosité.
Au-dela, la distribution proche de la paroi eseefée et la relation (227) devient :

Au
+ = 5,65'09 y+ + 5_ ? (235)

. Au . .
ou ur est une fonction de la rugosité.

Pours, > 70, on vérifie les relations :

Au
— =565loge, — 32

u*

D’ou la relation en régime hydrauliguement rugueux

C, = 5,65Iog% +82 (236)

Quelle que soit la rugosité, la zone centrale rpastaffectée par la rugosité.

Coefficient de perte de charge

En régime laminaire/\ est inchangé. En régime turbulent, on peut utillaerelation de
Colebrook :

_ 251 ¢
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Poure = 0, on retrouve I'équation de Prandtl (232). Iokation deA est donnée sur la Figure
32.

d
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Figure32: Evolution de/l en fonction du nombre de Reynolds
et de la rugosité de la paroi

Dissipation énergétigue

La puissance hydrauliqgue Phy dégradée sous formgedie de charge se transforme
intégralement en chaleur et correspond a une &@évae températur@T calculable par :

Phy=Ap.qu=p CpqvA T (238)
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Chapitre C

DEVELOPPEMENTS
COMPLEMENTAIRES




L'écoulement inter-aubages, déja abordé, est repiisns le cadre de la méthode des
singularités.

Dans cette modélisation, on superposera une disitiibde tourbillons a la surface des
aubages avec une source centrée en 0 et assudzhite

Examinons d'abord la fonction d'influence obtenae lfexistence de trois vortex de

A . " . Sy : 21 ..
méme intensit§ centrés au rayon ro et decalés angulawemen%—deﬂgure 1).

Figure 1 : Définitions
La vitesse complexe C' sera donnée par la sommsati@ante (relation A-73) :

i 3
C=u-iv=_Y !
2M 3 Z2- Z,

(1)

avec z affixe d'un point quelconque M



71 = ro exp (B)

[ (. 2m)]
Z, = roexp |(9+?j

B _.( 4T[j—
z;=roexp| i 0+—
L 3 -
L'expression de C' passe par le développementsteniane algébrique :

A= + + (2)

En réduisant au méme dénominateur et en groupsinétmes, on obtient la fonction
complexe :

322-22(z+ + B+ 2+ 25+ 43
- Z(g++t )+ 2(21é+ %3zt 4%‘ 423

A =
23

On démontre en annexe R.15 que la fonction A seitrgubur trois vortex a la
relation :

37°
A (3)
A7
qui peut étre étendue aisément au cas de Na aubages
a-1
A= l\ll\li i\l Na (4)
VA - Zl

Si I'on dispose le long de chaque aubage, suppéisénient mince, la distribution de
tourbillony(s), la vitesse conjuguée sera donnée par :

LS Na-1
o Na z
C=u |V——2]T éfl y(S) Na_ e ds (5)

S



ou s est I'abscisse curviligne le long de l'aubsige I'affixe du centre de chacun des
vortexy(s).

On superposera a cette distribution de singulane source de débit qv centrée en 0,
caractérisée par le potentiel complexe :

_qv
F(2)=—1Inz
(2) o

et de vitesse conjuguée :

dF _ qv

dz 2nz

Cette superposition conduit a I'expression :

.S Na-1
. \Y I Na z
C=umivzgr b on] s YO ds ©)
S

S

La vitesse d'entrainement sera représentée paudpilton forcé d'intensitéo centré
enO:

U=ziuz (7)

avecw : vitesse angulaire de la roue
On accédera a la vitesse relative en appliquamtfes de composition des vitesses :

w=Cc-U
d'oll les composantes sur x et yWe:

ReC")+wr sind
W (8)
—Im(C') - wr cosb

Condition de glissement :
La distributiony(s) sera définie en écrivant la condition de ghsset a la surface des
aubes (figure 1) :

o _ —Im(C') —wrcos6
tg(e B)_ Re(C')+ wr sind )




avecp : angle d'aubage
L'annexe 15 donne les valeurs de Re(C') et Im(Cla eondition de glissement (9)
s'écrit :

Na

(r coso - rFila_l coij

S,
v SinB — wr cosb - I oNa Na y(s) ds
21 5 2 R 5 R
F o Na) ~ 4 Naz COS ®+0) 1
tg(6-P) = r — (10)

. R
o s, (r sinB - N cosZ]
o cos0 + wr sind + !l R i y(s) ds

r=+ (2ANa-D) -2 ¢ Na-2 cos @+ ()

z=rexp(9)
avec z;= Rexp (i0")

{=Na®' - (Na-1)8



Cette méthode tombée en désuétude mérite uneiattgrarticuliere dans le cadre de
I'avant-projet. C'est une des rares méthodes iesegui contrble, au stade de la
conception, le champ de vitesses en tout point @ooulement bidimensionnel
incompressible : écoulement inter-aubages ou @airas solides.

Son handicap majeur est qu'elle est inopérante léarnzones a fort gradient proches
du bord d'attaque et du bord de fuite, particulieeet importantes au demeurant.

La méthode de I'hodographe est une transformationfoome qui repose sur
I'écoulement potentiel source-puits reprenant g@&ooulement en projet, la méme
organisation, a savoir les mémes fonctions deasuet potentiel. [réf.227]

110

0~

T

-70=

— () =

0
=110

T R T O |
=110 -80 =70 =50

LR TR LI T ¥ .0 B TR
=30 "l'lﬂ i o 50 70 -+ S ]

a - plan d'étude b - plan réel

Figure 2 : Principe de la méthode



A la source est associé I'écoulement a l'infini aed au puits I'écoulement a l'infini
aval.

La figure 2 illustre cette démarche.

Comme pour la transformation conforme, on défieitplan d'étude ou l'on trace
d'abord les lignes de courant et les équipoteatielle I'écoulement général source-
puits (figures 13 et 14 du chapitre A).

Dans le cadre du probleme inverse, les directi@ssvitesses d'entrég @t de sortie
Co d'un écoulement a définir sont des données. Onaibdonc les anglas; d'entrée
a l'infini amont eta, de sortie a l'infini aval. On notera (sur la figu) la présence

d'un pble PO et le respect de I'équation de coiding'écrivant en fluide
incompressible :

Cq cosaq = Cp cosao
La vitesseC, est associée a la source S et la vit€ssau puits P.

En un point quelconque M de I'écoulement, la visessera définie par son module C
et sa directiort ; d'autre part, ce méme point M est associé aligne de courant
\p = cte et & un potentigl= cte.

En se déplacant sur une méme ligne de courant,oarrg écrire pour le plan réel
(relation A - 52) :

Ap=C.As=C =C.—2% (11)

De méme, en se déplacant sur une méme équipokentielpourra écrire également :

Ap=C.an=C. 2 - _c D2 (12)
sSinda cosa

La construction des lignes de courant et des étgnpielles du plan réel s'effectue
dans l'ordre suivant :



- On se déplace sur la ligne de courant princigate 0 en partant du point O, centre
du repére qui est un point double de la transfaonat

: Xl =0
point O y;=0 et

- Suivant le maillage retenu pour le plan d'étude lit directement leA@
correspondant a un déplacement vers S par exemple.

Pour ce méme point O, on reléve également les raldu module C et de la
directiona de la vitesse.

- On calcule grace a la relation (11) les vale@Axp etAyo :

Axy = Ag c(::osa
(13)
Agpsina
Ay, =—/—— —
V2= ¢

Les coordonnées du point 1 de la ligne de coupan® sont alors définie.

- On se déplace d'un pas sur la méme ligne de mbetaon procéde de méme en
relevantAg, C eta. Les relations (13) permettent de définir les doonées du point
2 et ainsi de suite jusqu'a la source S.

- On procede de méme en se déplacant du pointe/@oint P et I'on obtient dans le
plan réel les coordonnées des points allant dut @ivers l'infini aval.

- La ligne de couranp = 0 étant construite, on décrit, toujours a paltirO, les points
correspondant a I'équipotentiedpe= O.

En se déplacant d'abord vers lgsroissants, on reléve la valeur ¢ et la relation
(12) permet de calculer les coordonnées du prepoiet de I'équipotentielle :

sina
AXo =AY . ———
2 =AY c
(14)
cosa
AyZZ_ALlJ. C



On observe facilement que, dans le déplacement) esroissants, la vitesse C
associée est continuellement croissante. En limitaite vitesse a une valeur
maximale, on obtiendra la valeur maximale admissfigury, constituant ainsi l'une
des limites de I'écoulement (extrados de l'aubages & plan réel).

Inversement, le déplacement @rdécroissant fera apparaitre des vitesses de plus e
plus faibles. En s'imposant une vitesse minimale, définira ainsi la seconde
frontiere de I'écoulement constituant l'intradod'aebage dans le plan réel.

- On construit I'ensemble des points correspondambe autre ligne de courant ou a
une autre équipotentielle en ajoutant les valearsespondantes dix, et Ayo aux

coordonnées des points précédemment définis.

En chacun des points du maillagee- ¢, le module et la direction des vitesses sont
parfaitement définis. On peut alors accéder au phaenpression et aux efforts sur les
aubages.

Suivant les valeurs maximales et minimales admesipour la vitesse, on peut noter
gue la forme de l'extrados et de l'intrados debfge sont [égérement modifiés et que
les aubages se rapprochent ou s'écartent.

On remarquera enfin que la forme du bord d'attazgjudu bord de fuite ne sont pas
définis et restent a l'initiative du concepteur.

La condition de périodicité n'étant pas respectebad de fuite, ceci impliquera un
recalage de la directiam imposée en sortie (écart angulaire réduisantflaxden).

Cet écart angulaire, pouvant atteindre plusieuggéde rend par trop imprécise cette
méthode en cas de faible déflexion.



Ch.C — Développements complémentaires

Méthode de ’hodographe

100 —

L L L L L L L L L |
-100 -80 60 -40 -20 O 20 40 60 80 100

(a) - Plan de I’étude

(b) - Plan réel
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Chapitre D

EXERCICES D’APPLICATION

ET PROBLEMES




Exercice 1 :
On donne le champ de vitesse suivant :

- u:)(2 + 2
o yty
v=x? -y
1 - Vérifier I'équation de continuite.

2 - L’écoulement est-il irrotationnel ?
3 - Déterminer la fonction de courant.

Exercice 2 :

Le vecteurC décrit un écoulement cylindrique tournant (sodiene grille d’aubes
tournante) :
Cr=0
C|lcu= K, +&

]
Ca=g(1
K, etK, sont des constantes et g(r) est une fonctioniaidef

1 - Examiner les conditions nécessaires pour '@geulement soit irrotationnel.
2 - Exprimer le potentiep.

Exercice 3 :

Un écoulement plan incompressible et irrotationestl engendré par une source de
débit Q située en (-a, 0), d’'un puit de méme déldposé en (+a, 0) et d'un
écoulement uniforme de vitessg C

1 - Définir le potentiel complexe F(z).

2 - Déterminer le potentig et la fonction de couranqt.

3 - Quelle est la forme de I'obstacle ainsi cdnséti

4 - Calculer et localiser la vitesse maximalelslostacle.



- T T

Exercice 4 :

Le champ de vitesse d’un écoulement hélicoidalleshé par le vecteur :

ou K, etK, sont des constantes.

1 - Parmi les propositions suivantes, encadretesefjui vous paraissent
justifiées :
Ecoulement permanent
Axisymétrique

Incompressible

Irrotationnel

2 - Définir le vecteur accélération

-l

1 1 —
[e=]
1

3 - En déduire la distribution de pression radiate supposant les forces de
volume.
2

p(r):—szl2 +cte pourp = cte
r




Exercice 5 :

1 - Ecrire le potentiel complexe correspondarassbciation d’un écoulement
plan infini Co parallele Dx et d’un vortex d'intensité centré en (0, 0)

F(z)=

2 - Calculer la vitesse conjuguéeet en déduire u et v du champ de vitesses :

u=
V=

3 - Définir les coordonnées du point d’'arrét A :
Xp =

Ya =



« Caractéristiques du fluide : v =15.10° m?2/s
n=18.10° kg/ m.s

* Vitesse de I'écoulement : Ue =150 m /s

» Longueur de la plague plane : | = 200 mm

1 - Définir I'abscisse de la transition en reterour critére : Rxcr = 1.72 10

2 - Dresser le tableau suivant, sur la base daurade Blasius.

x (mm) Rx > (mm) T, (N/mm2) C

50

100

150

3 - Comparer ces valeurs avec celles données paéthode de Thwaites (R17) :

x (mm) 3, (mm) &1 (mm) T, (N/mm2) Ct

1

50

100

150

4 - Calculer, dans la zone turbulente, en adoptadistribution de vitesse en
puissance (n=7) les valeurs d¢ &, et G pour x = 1.



Le calcul proposé correspond a I'écoulement bidsiemel d’'un fluide autour d’'un
cylindre de rayon R. la couche limite sera suppa@e&rement laminaire du point
d’'arrét jusqu'au décollement. On retiendra pourcetul les méthodes simplifiées
consistant a utiliser les relations de la plagam@létendues au diédre.

1- Dans le cadre de I'écoulement potentiel, définirvilesse Ue a la surface du
cylindre en fonction de Co la vitesse a l'infini am et de I'anglep défini sur la
figure ci-dessous.

2- L’abscisse X, abscisse curviligne a la surface ylindre, est une fonction de R et
de ¢. Montrer que I'expression du coefficighde I'angle de diedre, en fonction de
I'angle ¢, est donnée par la relation

= 2cosg
~ 1+cosg

3- Dresser le tableau ci-dessous dans les conditionarges :Co = 10 m/s
R=100 mm
V=1510"% m* /s (air)

¢ (°) B m Uem/s | X mm R x A mm Cf

0

20
40
60
80

P max-

4- Préciser la valeur d@max:: correspondant au décollement de la couche limite
( Rappeler la définition de ce phénomene ). Vérifieypothese selon laquelle la
couche limite est entierement laminaire.




L’étude proposée concerne le projet d’'un ballonstgtionnaire de moyenne
altitude destiné au marché des télécommunicataradds.

Placé dans la stratosphére, le ballon sera soamisvents locaux et devra
garder une position pratiquement stationnaire peurplir correctement sa mission.
Un systeme de propulsion, a définir, permettragddiser cet objectif.

Nous nous proposons de modéliser I'action du sentn tel ballon.

Définition géométrique :

Le ballon gonflé a I'hélium, est un corps ovoide révolution présentant une
longueur L de 71 m et un diametre maximal de 25o0r pn volume total de 43 500
m#, Les deux extrémités | et Il sont raccordées, aespement, sur des sphéres de
diametre 8 m et 22 m ( figure 1).

Conditions de vol:

L’altitude nominale est égale a 20 000 m, altitwilela pression absolue est
égale a 0,05466 bars et ou les caractéristiquesiqugs de l'air sont :

kg
p=01-73

v =12510""m? /g
La vitesse maximale du vent local est égal a 25nafiselques heures par an).
C’est cette vitesse, supposée dirigée suivant @xgeque I'on retiendra comme valeur
dimensionnante pour le propulseur.

| — Etude en fluide parfait

Dans un premier temps, au stade de I'avant-projetetiendra les hypothéses
suivantes :

- Le fluide est supposé non visqueux.

- L’étude de I' écoulement tridimensionnel axisymgwe autour du ballon est
ramenée a celle d’'un écoulement bidimensionneluaudmn profil cylindrique de
section droite identique a celle de la figure 1.

L’écoulement au voisinage de l'extréemité | du ball@est assimilé a la
superposition d’'un écoulement uniforme de vitessee€ d’'une source unitairfx
centrée a l'origine du repere (figure 2).



1-Rappeler la forme analytique des potentiels cergd de ces deux écoulements.

2 — Calculer la fonction de courant. Montrer gqéguiation du ballon dans cette partie
peut s’écrire ( aveé en radian ) :
_ av
Y= " 2nco

Y
 tgh

3- Montrer que I'expression littérale des compossnde la vitesse a la surface du
ballon est donnée par :

. qv X
u=00+-————
2t xI+y
I U
2m x2 4 y7

En déduire les composantes du point d’arrét.

4 — En identifiant ce point d’arrét avec celui de figure 2, calculer la valeur
Qv

numeérique du rappor2n Co.

Il — Calcul de la couche limite :
La couche limite sera calculée a partir des dosrd la figure 2 ou l'on

relevera directement, pour les divers points altntA a 4, les valeurs de l'angle du
diedre équivalent ainsi que I'abscisse curviligepuls le point d’arrét.

5- Déterminer I'ensemble des éléments du table@aasuen précisant le principe
général du calcul et les hypothéses retenues.

pts 0 Ue Rx B m G
rd m/s
A O
1 _ T
4
2 _ T
2
3 _2m
3
4 3w
Y




Ch.D — Exercices d’application et probléemes

6- Commenter l'allure générale de la figure 3 isduen calcul complet. Préciser la
position de la transition dans le tableau précédern déduire la valeur de Reynolds
critique retenu ici.
Déduire de la méme figure le point de décollemenklle est sa position dans la
région Il du ballon.

7- Le ballon est placé en position inverse de nrarégprésenter I'extrémité Il au vent.

La figure 4 donne [I'évolution du coefficient de thement. Quels sont vos
commentaires sur cette figure et quelle conclusmtirez-vous.

Ay (m)

Figure 1 : Définition géométrique du ballon.
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Considérons une pompe de modestes caractéristidoes les propriétés seront
définies a partir des équations de Navier Stokest@wulement unidimensionnel
(figure 1).

La machine est constituée d’un rotor lisse de ragptournant a la vitesse angulaire
®. Le canal d’écoulement est constitué d’'une sectionulaire de hauteur j et de
largeur |. un secteur de largeur négligeable asBétanchéité entre I'entrée a la
pressiorP- et la sortie a la pressida.

Figurel: pompe périphérique a viscosité

Le fluide compris entre le rotor et I'enveloppe é@idure est régi par I'équation de
continuité et 'équation de Navier Stokes écritecenrdonnées cylindriques. Le fluide
est supposé incompressible, I'écoulement permarest,composantes axiales et
radiale de I'’écoulement nulles et les forces daupesir négligeables.

Questions :
1- Ecrire I'équation de continuité.
2- Ecrire les projections de I'équation de Navier escen rf, z.
3- En admettant, dans I'hypothése ou | est petit defRanque I'équation du
mouvement se ramene a :

11a-p_y.s~:=::-u 1dp  Ap AD =
PRI~ dr avec Ro6 znk P T PP

11



Montrer que Cu peut s’écrire sous la forme :

ap

I

L=
4TR U

i+ O+ C;

4- En considérant les conditions aux limites en r etR= R+j, déterminer les
constance&i et G,

5- Montrer que, par intégration, le débit peut s’édous la forme :

. [wR  Apj*?
Go=JL [T B 24;rf~?,u]

6- Le fluide traversant la pompe est considéré cerfluidde Newtonien, la
contrainte visqueuse, s’exercant sur le rpeut alors s’écrire

d

T=ul=
air
Montrer que la contrainte a la paroi du rotor méctrire de la maniére suivante :

o Apj +cuR
p=F sTTR| . |

7- En déduire le couple résistant s’exercant sanblfe moteur et la puissance
correspondante.

8- Donner I'expression du rendement en fonctiorakfficient de débit :

_
Y “iLRw

On se propose de réaliser la premiére étape dundioimement d’'un ensemble
portant et propulsif destiné a I'équipement d’'ue€éette de transport rapide.

Deux dispositifs sont mis en place : le dispositiint | est constitué d’une aile
hydrodynamique de corde | et d’envergure L permettie supporter sensiblemdat
moitié du poids P du bateau et le dispositif arriere Il, intégramtrhéme dispositif
gu’'a l'avant avec le propulseur (figure 1). L'oki€¢gpoursuivi est d’obtenir, pour la
vitesse de croisiére, le déjaugeage (*) du bateauésistance a I'avancement dans
I'eau ( majoritaire ), est alors réduite a la sdtd@née des dispositifs | et II.

12



Ch.D — Exercices d’application et problemes

Figure 1 : Dispositif portant et systeme de propulsion.

(*) Elévation du bateau au-dessus de la surfadede.
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I-Dimensionnement global du dispositif portant

L’aile hydrodynamique orientable est constituée nd’profil Joukowski dont les
caractéristigues géométriques sont les suivantes :

Angle de Cambrurg= - 10°

b
Coefficient d’épaisseur K = cosf

0,0

On néglige les effets d’extrémité et I'on suppose tienvergure de chaque aile est 4
fois supérieure a la corde ( L=4l).

Les caractéristiques physiques adoptées pour $eatidonnées par :

k
p= mﬂu—%
m

v=1. 1ﬂ_ﬁm! /s

1- En fluide parfait, définir la corde «l » du profibur les conditions nominales
suivantes :
Incidence nulle
P =280000N
Co=8 m/s

P

2-Définir I'angle d’incidence a adopter pour sugporun poids total égal 2 a la
vitesse d’avance Co=3,56 m/s ( fonctionnement & eiu vitesse réduite ).

Il — Approche en fluide réel.

La figure 2 donne le champ de vitesse a la sur@acerofil en écoulement potentiel
pour I'incidence nulle et I'incidence de 16°. Lgdire 3 détaille, pour une échelle %, la
forme de la premiére moitié du profil.

On se propose de calculer la couche limite a l|dasar du profil pour deux
configurations d’écoulement. On retiendra commeerzi de transitiorla valeur
supérieure généralement admise.

3- Pour I'incidence nulle et la vitesse d’avance8da/s, établir le tableau suivant pour
les points 1, 2 et 3 définis sur les figures 2.et 3

pt X Ue Rx Régime d G
m m/s

14



Pour simplifier, on adoptera pour ce calcul leatiehs établies pour le diédre tangent
et on relévera directement sur les figures 2 es3éléments nécessaires. Commenter
les résultats numériques obtenus.

4- Montrer que sous certaines hypothéses a déiéndecollement de la couche limite
s'effectue au point 4 pod#= 167

1l — Cavitation du profil.

Le profil est immergé a 2 m de profondeur. On sac@ldans I'hypothese de
I’écoulement potentiel.

C
5- Expliciter la condition & respecter pour le ragiCo afin d’éviter la cavitation au
point de pression minimale de la surface au prdfibcaliser ce point pour
=0 et x= 16°
m

- .. x= 0 et Co = 8" /. puis pour == 16°etCo =3,56—
6-Verifier la condition pour /spuisp ° s .

7-A partir de la figure 2, localiser la poche deitaion lorsque Co. atteint 8 m/s pour
x= 16"

15
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Figure 2 : Champs de vitesse a la surface du profil
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Un cylindre de masse M, de raybBr dont la base est parfaitement plane, repose sur
un plan horizontal par lI'intermédiaire d’'une coudhgde de viscosité dynamique

et d'épaisseur h. Sur ce plan horizontal est sing cavité circulaire de raydhs , un
orifice situé au fond de cette cavité permettrantiantation en fluide a une pressiof p
(voir figure ).

Nous vous proposons d’étudier m’équilibre dynamignesupposant que la base du
cylindre reste constamment paralléle au plan hotao

Pour les applications numériques on prendra lesuvsisuivantes :

M=1000 kg R1 =30 cm RZ = 50 cm

& 7777757

p

1) Dans un premier temps le cyclindre repose surde pbrizontal sans qu’il ait
écoulement. Calculer la pression nécessaire paleser celui-ci.

2) On admet que I'écoulement reste partout en pagallx faces, gu'il est
axisymetrique, stationnaire et sans rotation.

a) Quelles sont les conséquences de ces hypothésémssscmmposantes des
vitesses et leurs dérivées.
b) Ecrire 'équation de continuité ainsi simplifiée.
dCr)

¢) Montrer quelle se réduit aar 0 S0 TCT =f@
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3)

4)

5)

En tenant compte de ces hypothéses,

a) Ecrire les équations de Navier-Stokes.

b) Montrer que la pression qui regne dans la coudliddine dépend que du
rayon.

c) Montrer que I'équation dynamique se réduit a larfer.

1dp _ _‘:__@ [@=cr

odr } dr T azf] (1)
Dans cette partie, le fluide est supposé non visgue
a) Donner I'expression de p(r). o
b) Donner I'expression de la vitesse débitante moyefine
en fonction du débit de fuit@- a travers la levée h.
C) En utilisant les conditions aux limites suivanté&,1 )=

Do Cr(R,)=Cr
Ecrire I'équation qui régit la répartition radiale la pression.

d) En écrivant I'équilibre des forces de poids et despion
dans la cavité et dans le canal, donner la relamne la pression dans la
cavité, le débit de fuitév et la levée h.

Etude de I'influence de la viscosité :
@ = Af}']
Dans I'équation (1) on pose : FEC (2)

Et on considére les conditions aux limites suivante

h
el. , , = 2IF f..' ” |.1
Conditions d’adhérence sur les [zeodi 27 In roas
a) A partir de I'’équation (2) déterminer I'expresside Cr(z)
b) Donner la nouvelle expression de p(r).
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Chapitre E

ANNEXES ET RAPPELS




R.1. - Produit vectoriel

Soient deux vecteurg; et V, définis par leurs composantes respectives (CoOEs
cartésiennes) :

U Uz
Wy Wo

On définit le produit vectoriel par :

S 4 ViWo =WV
Vi AV, = | wils — UyWo
U Vo = ViUp

—

SiV,etV, sont colinéaires,V; AV, =0

R.2. - Produit scalaire

Le produit scalaire de\71 par \72 est défini par :

- o

V..V, = uu, + v, + wyw, = ViV, cosa

—

Si \71 et \72 sont perpendiculaires,\71 : \72 =0

R.3. - Gradient d'une fonction scalairep

La fonction¢ (X, y, z) a pour gradient le vecteur suivant :



99 Gy
0Xx or
- a -
gradq) = _q) gradq) = @
ay roo
99 99
ay 0z
coordonnées cartésiennes coordonnées cylindriques
R.4. - Divergence
u
Soit le vecteurV | v , on définit sa divergence par le scalaire
w
divV = ou + o + ow (coordonnées cartésiennes)

R.5. - Rotationnel

Le vecteurV a pour rotationnel le vecteur :

w _ v
oy o0z
M -
= Ju ow
rotv = E_&
v _ou
ox oy
R.6. - Laplacien

Laplacien d'une fonctiof(X, vy, z) :

2 2 2
|:|2¢ - ﬂ + ﬂ + ﬂ
0x2 0y? 0z2
et en coordonnées cylindriques :

_0% 109 10% 0%
D% = o2 ror  r2oe oz



R.7. - Théoreme de Green-Ostrogradski

Jlin. Ads=][, divA.dv

R.8. - Différentielle totale

Soit @ une fonction des coordonnées et du temps :
¢ = ¢y 71

La différentielle totale de sera donnée par :

do = %dx+%dy+%dz+%dt
0X oy 0z ot

Inversement, la fonction K = Kdx + K, dy + K5 dz + K, dt est une différentielle totale
exacte égale a dU si I'on a simultanément :

oU oU ou ou
Ki=—, Kb =— ,K;=—,K, = —
YooaxT 2 eyl ez Y ot

R.9. - Changement de repéere

o =arctgy_°
X

R.10. - Rappel

arctga— arctgl= arc t?a_—b
+ab

R.11. - Rappel
du
f=arctgu df =
9 1+ U2



R.12. — Autres rappels

| dx  __ 1
(x-a"  (n-1(x-3g"*
- Larctg”
x2+a2 a a
xdx 1 2 2
———==In(x*+a
Jx2+a2 2 ( )

R.13. - En utilisant les relations suivantes :

cos(@ +2B)=comx co2B- sioa s

sin(a +2B)=sina co2B+ coa siak

sin2B=2sinf coP

cos2B=1-2sifB= 2 coSp -1
On obtient :

Co[2 cosa sif B+ 2 sim sif coB]: Si&%@
Co[2$in0( co$B+2 cost sif cqs]: cﬁsera

conduisant a la méme relation :

2Cosin (a +B):L
21a

Soit : N =4ma Cosiné +[)

R.14. - Mouvement relatif

Ecrivons l'irrotationnalité de I'écoulement absolu

[ -
rotC=0



En coordonnées cylindriques, cette relation veeliers'écrit :

(1)

10ca_ocu_,
r 06 0z
M-
. | 0Cr o0Ca
e I
10(rCuy) 10Cr _ 0
ror r oo

En remplacant chaque composante de la vitesseugbpal se valeur en fonction des
composantes relatives et d'entrainement :

0 Wr Cr=Wr
C=U+W=|wr+ |Wu = |Cu=wr+ Wu
0 Wa Ca= Wa

Le systeme (1) s'écrit :

2)

10Wa dWu _
r or 0z
M -
ot & = oWr aWa:
0z or
10(rWu) 10Wr _
20+ or r 00 0
En observant que le rotationnel Des'écrit :
M - 0
rotU = |0
20
Le systeme (2) peut s'écrire :
O- M-
rotC=rotW+2o
ou encore :
(3)
1owa oWu _ 0
r or 0z
- OWr o0Wa
rotW = T
19(rWu) 10Wr _
r or r 00 20

Le mouvement relatif est donc rotationnel.



R.17. - Fonction f de Blasius

8 f fr= T i

0 0 0 0,33206

0,2 0,00664 0,06641 0,33199

0,4 0,026356 0,13277 0,33147

0,6 0,05974 0,19894 0,33008

0,8 0,10611 0,26471 0,32739

1,0 0,16557 0,32979 0,32301

1,4 0,32298 0,45627 0,30787

1,8 0,52952 0,57477 0,28293

2,2 0,78120 0,68132 0,24835

2,6 1,07252 0,77246 0,20646

3,0 1,39682 0,84605 0,16136

4,0 2,30576 0,95552 0,06424

5,0 3,28329 0,99155 0,01591

6,0 4,27964 0,99898 0,00240

7,0 5,27926 0,99992 0,00022

8,0 6,27923 1,00000 0,00001

8,8 7,07923 1,00000 0,00000

R.18. - Valeurs recommandées de Walz-Thwaites
K H:E“_. Tpd2 K H=5% Tpd
52: "‘Ue 15,2‘ ,U.UE,
0,25 2,00 0,500 - 0,040 2,81 0,153
0,20 2,07 0,463 -0,048 2,87 0,138
0,14 2,18 0,404 - 0,056 2,94 0,122
0,12 2,23 0,382 - 0,060 2,99 0,113
0,10 2,28 0,359 - 0,064 3,04 0,104
0,080 2,34 0,333 - 0,068 3,09 0,095
0,064 2,39 0,313 -0,072 3,15 0,085
0,048 2.44 0,291 -0,076 3,22 0,072
0,032 2,49 0,268 - 0,080 3,30 0,056
0,016 2,55 0,244 - 0,084 3,39 0,038
0 2,61 0,220 - 0,086 3,44 0,027
- 0,016 2,67 0,195 — 0,088 3,49 0,015
—-0,032 2,75 0,168 - 0,090 3,55 0
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R.19. - Superposition d’un écoulement uniforme et d’une source

'‘ORGANIGRAMME DE CALCUL

T qv, Co

\ = donné

IR o

o " 2 2

2T x +Y

v v
N
mx"+y 2

C=+u’+v?

>
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R.20. - Superposition d’un écoulement uniforme et d’un doublet

ORCGANIGRAMME.DE CALCUL

C,, m
= donné
y= -2a,2a

u=0CJ 1+ A
L (x*+y?)
2xym’
Ve Q.
(x2+y2)2

>
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R.21. - Euler 3 D

10p _ __[owm 053] [wm lowm
o r msméL o sind +Wm co arJ+L . tg[3+wJ 30 Sid
oWm W
+Wmcos§L sind +Wm co® 66}— ¥+a m sid—-fy cdd s
10

P _ __[owm Wm lowm
_B%_Wmsmét—ar th+Wm(1+tgzﬁ)aJ L M igp+ J—th

[oWm o8] Cu __ dWm do
+Wm cosd| — th+Wm(1+tg2[3) 5y | T Wmsind+ ——tgB+r- -~ fp sinB

1
- —% =Wm siné{awm
p 0z

oWm
+Wm coséL

W W
cod - Wm si®@}+(7mtgﬁ+wja m cod

00
00| oW
co®—-Wm snﬁa }+ m co8—-fp cds cds

En utilisant les propriétés géométriques de (2&netemarquant que :

oWm owm dm dt  oWm dt

= : = Wm
ot ot dt dm ot dm
les composantes s’écrivent :

10p _Wmsind [owm — owm oWm owm |
por  dm Lar dr+ roo rdo+ 0z dz+ ot dt

Jwn? 05 98 | Cutowm .
am CS5L6 dr+a dZJ— . + W 30 sind— fp cof sid

_lop_WmtgB[owm  oWm - oWm _ owWm |
por  dm or Ot g MO, dzt T, dt

Wm? ) raB B ] Cu dw  OWm .
+ am (1+tg B)Lar dZJ+ Wmsm6+rdt+oo 30 tgB - fp sin

10p _Wmcosd[ oWm  oWm oWm . owWm _ |
paz_ am | or 0" g MO, dzr gAY

Wm [ 95 3 |  owm
am Sél.@ dr + dJ+w

co



Les termes entre crochets sont des différentiedtedes.

owWm oWm oWm oWm
dWm= o dr+ 30 rdo + 37 dz+ P dt
00 00
d5—adl‘+ad2

_oB B
dp="dr+ - dz
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